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DU 


MOUVEMENT BROWNIEN DE ROTATION 


Par M. Francis PERRIN 


RÉSUMÉ. 


Pour déduire, des lois élémentaires du mouvement brownien de 
rotation d’une sphère, la probabilité d’une rotation donnée au bout 
d’un temps quelconque, on s’est heurté notamment à la difficulté qui 
résulte de l'impossibilité de décomposer une rotation finie en com- 
posantes indépendantes. 

Dans les premiers Chapitres de ce Mémoire, le problème est résolu 
en généralisant l’équivalence bien connue des lois du mouvement 
brownien de translation et de celles de la diffusion (ou de la con- 
ductibilité thermique), et en intégrant les équations aux dérivées 
partielles obtenues par des développements en séries de fonctions 
fondamentales. 

L'étude du mouvement brownien de rotation d’une sphère est faite 
en deux étapes : 


1. Le mouvement brownien angulaire d’une direction unique, liée à 
la sphère, correspond à une diffusion sur la surface d’une sphère de 
rayon 1. De l'équation aux dérivées partielles correspondante, on 
déduit : 

Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — Janvier 192%. I 
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= = + ’ Lp € 
1° La valeur moyenne au temps ¢du carré du sinus de l’angle d'écartw 


tenet 2, : 
sin? = 5(1— eK), 
te] 


formule rigoureuse qui remplace la formule asymptotique 


a? = Al; 

2° Le développement de la fonction /(w, ¢), donnant la probabilité 
d'un écart angulaire quelconque, en série de polynomes sphériques et 
d’exponentielles par rapport au temps. 


II. Le mouvement brownien d'ensemble de la sphère autour de son 
centre est représentable par une diffusion sur une hypersphère à trois 
dimensions, et la fonction de probabilité correspondante g(®, ¢) a un 
développement analogue à celui de la fonction f(w, ¢). 


Le probléme plus simple du mouvement brownien de rotation autour 
d'un axe fixe équivaut à une diffusion sur une circonférence (Cha- 
pitre III). Deux développements en série de types différents sont 
obtenus pour la fonction de probabilité correspondante h(a, t). 

D'une facon générale (Chapitre IV), la fonction de probabilité rela- 
tive au mouvement brownien angulaire d’une direction liée à une 
hypersphère à p dimensions se déduit, suivant la parité de p, de la 
fonction h(a, ¢) ou de la fonction f(w, ¢), par des dérivations par rap- 
port a cosa ou cosw. Ce résultat prouve notamment que toutes ces 
dérivées sont positives. $ 

Une étude des fonctions obtenues /, g, h et de leurs relations est 
faite au Chapitre V. 

Enfin, le problème du mouvement brownien: d'ensemble d’unc 


hypersphère à trois dimensions est résolu au Chapitre VI par des 
méthodes analogues. 


La deuxième partie de ce travail (dernier Chapitre) est consacrée à 
l'exposé d'une méthode toute différente permettant l'étude des pro- 
blèmes de mouvement brownien. Cette méthode consiste à résoudre 
d'une façon générale l'équation fonctionnelle intégrale qui exprime 
l'indépendance et l’équivalence des déplacements ou des rotations 
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successives. Cette équation admet comme solutions une infinité de lois 
de probabilité résultant de l’itération indéfinie de distributions de 
probabilité infiniment ramassées, suivant des lois quelconques, au. 
voisinage de l’origine (représentant la position initiale). Si la distri- 
bution de probabilité dont on part est effectivement tout entière 
ramassée autour de l’origine, c’est-à-dire nulle, ou infiniment petite 
du second ordre au moins en dehors d’un domaine infiniment petit 
entourant l’origine, la loi limite d’itération est toujours la mème; elle 
correspond alors à la loi ordinaire de Gauss et donne la solution 
véritable du problème de mouvement brownien. Mais les solutions 
obtenues à partir d’une loi de probabilité qui soit au premier ordre 
seulement infiniment petite à des distances finies de l’origine, sont 
de nature tout à fait différente et sont physiquement exclues par 
l'impossibilité des vitesses infinies. 

La condition mise ainsi en évidence, qui est nécessaire et shine 
pour que le résultat d’un nombre infini d’itérations conduise à la loi de 
type Gauss, l’est d’ailleurs naturellement aussi (quoiqu’on ne la mette 
pas en général en évidence) pour qu'on puisse démontrer l’équiva- 
lence des lois du mouvement brownien et de celles de la diffusion. 


INTRODUCTION. 


On appelle mouvement brownien les déplacements parfaitement irré- 
guliers, dus à l'agitation thermique, d'une particule solide dans un 
milieu doué de viscosité. Les problèmes fondamentaux relatifs au 
mouvement brownien de translation sont étroitement liés à d’autres 
théories importantes de physique mathématique (diffusion dans les 
solutions et conductibilité ee loi des erreurs de Gauss); ils 
sont résolus depuis longtemps. La théorie du mouvement brownien 
de rotation était beaucoup moins avancée, seules les lois élémentaires 
en avaient été données par Einstein. Ce phénomène se prête pourtant 
aussi à des mesures directes donnant les grandeurs moléculaires ('), 
Ra AL ato ASE un M ns 


(1) Jean PERRIN, Comptes rendus, 149, 1909, p. 549, et les Alomes. 
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et intervient de facon essentielle dans diverses questions, notamment 
dans la dépolarisation plus ou moins grande des lumieres de fluores- 
cence, et la détermination correspondante des durées d’émission lumi- 


neuseé. 


Du point de vue mathématique, l’étude statistique des rotations 
irréguliéres, ou plus exactement des déplacements continus mais sans 
dérivée (axe instantané de rotation indéterminé) d'une sphère autour 
de son centre, est un problème intéressant de probabilité géomé- 
trique, qui conduit notamment à l'obtention de fonction de type Gauss 
sur des multiplicités fermées (sphères et hypersphères). 


Je tiens à exprimer iei mes très vifs remerciements à M. Émile 
Borel, qui a bien voulu s'intéresser à ce travail: j'ai en particulier 
développé le dernier Chapitre à la suite de questions qu'il m'avait 
posées. 


Les lois élémentaires du mouvement brownien de rotation d’une 
petite sphère immergée librement dans un liquide, sont tout à fait 
analogues à celles du mouvement brownien de translation. Si l'on 
considère un intervalle de temps Az suffisamment court pour que la 
rotation totale subie par la sphère soit en fait toujours assez petite 
pour pouvoir être décomposce en trois rotations indépendantes «, 3, y 
effectuées autour de trois axes perpendiculaires quelconques, on 
démontre qu'il résulte de l'isotropie et de Virrégularité du mouvement 
(indépendance des rotations successives) (') que les valeurs moyennes 
de ces rotations et de leurs produits deux à deux sont nulles, et celles 
de leurs carrés égales entre elles et proportionnelles au temps, ce que 


(1) Cette indépendance ne peut pas physiquement subsister pour des intervalles de 
temps réellement infiniment petits, mais elle est encore pratiquement complète pour 
des durées telles que les déplacements moyens correspondants soient extrêmement 
petits et cela suffit pour qu'on puisse en déduire les lois relatives aux déplacements 
finis de la particule. 


Or 
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nous écrirons 


(1) 


D'une facon plus précise, la probabilité que les composantes de la 
rotation subie par la sphère pendant le temps Az soient comprises res- 
pectivement entre « et x + dz, 3 et 5 + d3. y et y + dy, est dans les 
mémes conditions 


3 
(2) (rar) ce AM Ga dS dy. 

On sait qu'Einstein (') a de plus montré que le coefficient R (qui cor- 
respond au coefficient de diffusion dans la théorie du mouvement 
brownien de translation) peut être déduit du théorème d’équipartition 
de l’énergie cinétique et de la loi de Stokes donnant le couple de frot- 
tement qui s'oppose à la rotation d’une sphère de rayon r plongée 
dans un liquide de viscosité 7. En désignant par T la température 
absolue, par R la constante des gaz, et par N le nombre d’Avogadro, 
on trouve que 
(3) ne € 

2 Ny TN 

Mais ces formules cessent d'être applicables quand les rotations ne 
sont plus très petites, c’est-à-dire quand & A1 devient notable, car on 
ne peut plus alors décomposer la rotation subie par la sphère en trois 
rotations effectuées dans un ordre quelconque autour de trois axes 
perpendiculaires. Dans ce Mémoire nous nous proposons de montrer 
comment on peut résoudre le probleme qui se pose alors, de la compo- 
sition d’une infinité de rotations infiniment petites indépendantes, et 
déterminer ainsi d’une facon générale la probabilité d’une rotation 
donnée au bout d’un temps quelconque. 


(') Ann. der Physik., 19, 1906, p. 371. 
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CHAPITRE I. 


MOUVEMENT BROWNIEN D’UNE DIRECTION LIEE A LA SPHERE. 


2 , = L 
Nous commencerons par étudier les déplacements angulaires d un 
seul rayon déterminé OC de la sphère immergée S, ou, ce qui.revient 


au même, les déplacements du point M où une parallèle à ce rayon 


menée par le centre d’une sphère fixe © de rayon r rencontre cette 
sphère. Ces déplacements sont caractérisés par la probabilité / (w, ¢)dQ 
que le rayon considéré se trouve au bout du temps? dans un angle 
solide infiniment petit dQ faisant avec sa direction initiale l'angle «. 
Si l’on considère deux rayons OA et OB formant avec OC un trièdre 
trirectangle, on voit que le déplacement du rayon OC résulte à chaque 
instant des rotations élémentaires autour de ces rayons, et que le 
déplacement correspondant du point M a pour composantes s, et s, 
suivant deux directions perpendiculaires tangentes à la sphère = les 
valeurs x et 3 de ces rotations. D’après les relations (1) on a done 


(1) Ft 0, 0: CP ER 9 Oe. 


Ces relations expriment un mouvement brownien de déplacement du 
point M sur la surface sphérique 2. Un raisonnement identique à celui 
qu'on fait dans le cas du plan montre qu'il y a équivalence entre ces 
lois élémentaires et celles de la diffusion ('), c’est-à-dire qu'il résulte 


(!) Le raisonnement en question suppose, aussi bien dans le cas du plan, que sur 
une multiplicité quelconque, que les valeurs moyennes des termes d'ordre supérieur 


au deuxième formés avec les composantes du déplacement, sont nulles, ou tout au 
moins du second ordre par rapport à At : 


Cette hypothèse supplémentaire est nécessaire bien qu'on ne la mette pas en évidence 
eu sénéral, Elle est d'ailleurs bien indépendante des conditions (4), car on peut con- 
cevoir des déplacements désordonnés satisfaisant à ces dernières conditions et pour 
lesquels 


sth = sir = A y At ByAe2- 4,5 (Ar 0). 
ur aurait plus alors équivalence avec les lois de la diffusion. De tels déplacements 


sont d'ailleurs physiquement impossibles (ils supposent des vitesses réellement infi- 
nies). mais nous en donnerons au dernier Chapitre un exemple théorique. 


mnt 
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des relations précédentes que la fonction de probabilité J, t) satis- 
fait à l'équation de la diffusion sur la sphère ¥, le coefficient de diffu- 
sion étant égal à «R. Pour obtenir l'expression de cette équation on 
peut, soit appliquer la formule générale que nous donnons plus loin 
(p. 15), soit écrire que le produit par R du flux du gradient de la 
Poneto J à travers le contour d'un petit élément dQ = sine do de 
de = est égal à la dérivée par rapport au temps de / 4Q, ce qui donne 
(2) R ui (sr a) ory ne On 


Oo) 


Jf # COS 6) of wen of 


Ju? sine, do R dl 


La fonction de probabilité /(, t) doit de plus satisfaire à la con- 
dition 


el 5 fdQ=on [ [(o. 1) sine do = 1 
is , 


et d'autre part pour { infiniment petit elle doit tendre vers zéro quel 
que soit, sauf au voisinage de m =o, où elle devient alors infinie, 


(S) Jo. Oy 0, saul fro: oO} -=b00. 


Avant deffectuer l'intégration de l’équation aux dérivées par- 
tielles (6), nous allons montrer qu’on peut obtenir simplement, sans 
qu’il soit nécessaire de connaître explicitement la fonction /(«, ¢), 
une formule rigoureuse donnant la valeur moyenne au temps ¢ du 
carré du sinus de l'angle d’écart m('). En effet, désignons par Ik) 
celte fonction du temps 

ua 
(9) lé Sin 0 = anf sin?w f(w, {) sine co. 
j j LU 
En dérivant sous le signe d'intégration, on obtient 


ene 1 ae 
Wj=anf cinta % sino do 


(1) F. Perrin, Comptes rendus, 181, 1925, p. 514. 
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a sa valeur tirée de l'équation (5) 
ou, en remplaçant 57 par sa valeur tirée q ( ), 


f r [| sin? se Riise do) 
Vy sana f sin?o |: ai : 


d’où, en intégrant deux fois par parties (les termes intégrés sont nuls 
aux limites), 


T an 
re) ses ion f fo, 1) sing do — Goan | sin? f(@, ¢)sinw do, 
0 0 


c’est-à-dire, d’après les relations (7) et (9), 


(10) T(t) = 4R=—6R1[(C). 


L'intégration de cette équation différentielle donne 


lie fie 2 


ct 
3 
et, comme on doit avoir I(o) = 0, on obtient finalement 


(11) into = 2 (1— eR), 
4 


Cette formule est l’analogue de celle qui donne le carré moyen du 
déplacement dans le cas du mouvement brownien de translation. 

Pour étudier complètement le mouvement brownien de rotation, 
il faut considérer comme nous le ferons plus loin, non pas seulement 
une direction, mais un trièdre lié à la sphère S. Si «;,(¢7, k= 1, 2, 3) 
sont les neuf cosinus qui déterminent la position d’un tel triédre à 
l'instant ¢ par rapport à sa position initiale, on a 


a?, = cos*w — 1 — sin’, OT, + Lio + ari 


et comme par symétrie 


on voit que d’une facon générale 


à ae 5 AONE ee ats eet ; : 
(12) ae (ee) a dC ee ch (iXk). 


5 
ne) 


e- 


Lg Lo NET) TR | 
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On a d’ailleurs, encore par symétrie ('), 


(12 bis) Aik Hj —= O (Ay). 


<nfin un calcul analogue à ceux que nous venons de faire donne 


sn 5 Ba 
(13) CENT NET MALE Aiko. 


Déternunation explicite de la fonction fm, t). — Les conditions (5), 
(7) et (8) déterminent la fonction /(w, ¢) et l’on peut en déduire une 
expression analytique simple de cette fonction. Posons 


(14) COSW =U, fl EF ur, D). 


L’équation (5) devient 


0 | ‘ a |= 1 OF 


M) du et) du | R à 


La forme de cette équation aux dérivées partielles suggère des solu- 
tions particulières de la forme 


Fab. 1) ='e,11) Pate), 


P,(u) étant le 2" polynome de Legendre qui satisfait à l'équation 


différentielle 
d Bed Pie) < a 
273 (Um pe et = nin +1) P,(«); 


F,(u, t) sera donc une solution de l'équation (15) si 
Pi ( tL) =—n(n+1)RO,(1), 

c’est-à-dire si 

On( t) =C, EHNA RE, 

Il en résulte que toute série de la forme 


(16) E(u, t)=e5-+ ¢, P,(u) CTR ty, Py (ar) ere 


satisfait formellement à l'équation (15) quels que soient les coef- 


a — — 


(1) Les formules (12) et (13), appliquées aux grosses molécules des corps fluores- 
cents dissous, suffisent pour calculer rigoureusement l'influence de la viscosité du 
solvant sur la polarisation de la lumière qu'ils émettent (F. PERRIN, J. de Physique, 


t. VII, 1926, p. 390). 
Ann. Ec Norm., (3), XLV. — Janvier 1928. 2 
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ficients constants c,. Cette série représente la solution générale de 
l'équation (15), car on peut déterminer les c, de facon que la fonc- 
tion Fu, ¢) ainsi définie se réduise pour ¢= 0 à une fonction quel- 
conque donnée F(u, o). On sait en effet que toute fonction peut être 
développée en série de polynomes de Legendre, pour les valeurs 


de la variable comprises entre —1 et +1, ce quiest le cas ici 
puisque uw = cose. On à 


FU oie oe en PUR A EE PL) 


, i +) 
Byes ( se :) [ F(a. o) Paya. 
” 
UBM 


Dans le problème du mouvement brownien de rotation on doit 
avoir F(w, 0) =o quel que soit #, sauf au voisinage de uv =1, F étant 
alors infiniment grand mais satisfaisant toujours à la condition 


+1 
anf Ei) Tru. 
1 


Comme P,,(1) =1, on aura done dans ce cas (F étant essentiellement 


positif), 
1 a i 
cu ( Ê lim f Fa, L'du = — {nt ‘) 
iy fou, ery sl he DY Bi 


et la fonction de probabilité sera par suite donnée par-le dévelop- 
pement 


en prenant 


. ' . LA 
(15) eet Nase | ESP (aye Ry Con en) PC) em ORE, sa 


ou en revenant à la variable ow 


; ! ï 
(18) fla = + [ue 5] P, (cosa) eRe, À 
T 


+ Con +1) Py Ceose) ere DR JE 


Ces séries sont absolument convergentes pour 1 > 0 car [P,[<13 elles 
sont uniformément convergentes par rapport à uv où @ pour toute 
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valeur positive du temps. Rappelons que 


nP,(u)=(2n—1)uP,_,(u) — (n —1) Pt) 


(19) | RENTE Pt) = Gun, 


En utilisant les propriétés d’orthogonalité des polynomes de Legendre 
on peut facilement déduire, des expressions (17) ou (18), la valeur 
moyenne au temps ¢ d’un polynome en u (ou cosw), et retrouver ainsi 
par exemple les formules (11), (12) et (13) ('). 


CHAPITRE II. 


ÉTUDE GENERALE DU MOUVEMENT BROWNIEN DE ROTATION D’UNE SPHERE. 


Représentation des déplacements d'une sphère. — Nous devons main- 
tenant chercher à déterminer complètement la probabilité au temps 4 
pour que la sphère mobile S se trouve dans une certaine position 
quelconque P. 

On peut amener la sphère S dans la position P à partir de sa position 
initiale P, par une rotation résultante unique; soient 2@ la grandeur 
de cette rotation et 9, | les coordonnées sphériques de sa direction 
(par rapport à un trièdre fixe). Nous définirons la position P par les 
angles ®, 6, 4, ou par les paramètres homogènes d’Olinde Rodrigues : 


A= sin ® sin 9 sind, 


be sin ® sin 0 cost. 


>) y = sin ® cos. 
9 — cos®, 
qui satisfont à la relation 
(21) A+ p+ v?-+ pF = 1. 


——————————_———— 


(1) On peut également démontrer que 


si I I » 
f [foo — Z| ar= ax (los —— —1)- 


7 it 
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Si l’on considère À, p, v, ¢ comme les coordonnées rectangulaires 
d’un point M dans l’espace à 4 dimensions, cette équation représente 


une hypersphére X, de rayon 1, et à toute position P de la sphère S on 
peut faire correspondre indifféremment le point M(%, y, v, p) ou le 
point diamétralement opposé M'(— 7, — 1, — v, - 6). En particulier 
les points M, et M, où l'axe des ¢ coupe l’hypersphère =, correspondent 
à la position P,. 

Cette correspondance entre les positions de la sphère S et les points 
de l’hypersphère = peut être considérée comme intrinsèque. En effet, 
si en premier lieu on change le trièdre Oxyz hé à la position P,, 
ce garde la même valeur et les composantes, À, u., v subissent une trans- 
formation linéaire orthogonale, ce qui correspond à un changement 
d’axes orthogonaux dans l’espace (A, v, v, 2) avec conservation de 
l'axe des ¢. Par ailleurs si au lieu de définir la position P par rapport 
à la position P, par la rotation (4, 4, y, ¢), nous considérons une 
autre position de référence P,, de laquelle on passe a la position P, 
par une rotation (7, p’, v’, £'), la position P sera définie par rapport à 
la position P, par une rotation (4”, u,v”, :") donnée par les formules 
bien connues de la composition des rotations, que l’on peut écrire (les 
trièdres liés aux positions P, et P, se correspondant) : 


M= ph+vp—py+ D0, 

a NU ' i ! 
(a) ph pu + V+ pp, 

y! — pd + + o/v + v'p, 


fl a , 
p’=— NA— pip — viv + p'p. 
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Ces formules définissent une transformation linéaire orthogonale 
effectuée sur les coordonnées du point M, car 


AME M24 V2 AE pt y Ep; 


elles correspondent par suite à un déplacement autour de l’origine du 
système d’axes auquel est rapportée l’hypersphére X;, déplacement 
amenant l’axe des ¢ à passer par le point M, qui correspond à la nou- 
velle position de référence P, ('). Ces déplacements forment un sous- 
groupe à trois paramètres du groupe des déplacements autour de l'ori- 
gine dans l’espace à quatre dimensions. Ce sous-groupe étant transitif 
pour les points de Phypersphère XZ, admet comme seul élément diffé- 
rentiel invariant l'élément d’aire do de cette multiplicité (invariant 
vis-à-vis de tous les déplacements). La probabilité élémentaire J rela- 
tive aux positions de la sphère S, définie par la condition d’invariance 
vis-à-vis du groupe des rotations autour de l’origine dans l’espace à 
trois dimensions, est donc égale à l'élément d’aire do de l’hyper- 
sphere *, 


(23) dj) = dz = sin*® sin 0 dD dG dy, 


et nous retrouvons bien ainsi sans calcul l’expression classique de la 
probabilité élémentaire dJ. 

Les formules de composition des rotations donnent également les 
variations dA, du., dy, dz des coordonnées de position de la sphères, 
quand on lui fait subir, à partir d’une position quelconque P (4, ».,¥,¢), 
une petite rotation de composantes «, 3, y (par rapport aux axes 


. . , 1 a à 
mobiles), et par suite de coordonnées homogènes -; ë, ?, 1 (par rap- 


(1) Le tableau des seize cosinus de cette transformation orthogonale 


7 
a” yo oy \ 
' À 
er ae ow 4H 
‘ ‘ 
r LE L vf 
Ok 2" y 
L ï 
ae ; omit 
Sy ene ol | 
: elt 


est gauche, ce qui correspond a un déplacement décomposable en deux rotations 
absolument perpendiculaires égales en valeurs absolues (la décomposition en deux 
rotations perpendiculaires est alors possible d’une infinité de façons). 
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port à la position P) : 


RENE 
PM EN 
a 4 AB 
(24) 2 
dy = nos py, 
3 7 


À : 2 2 2 


Ces formules montrent que le déplacement correspondant du point 
représentatif M(A, u,v, ¢) est la résultante de trois petits déplace- 
ments $, = = Sa — e, 3. — r, effectués suivant trois directions rectan- 


gulaires, ayant respectivement comme cosinus directeurs 
Cp; —, BF DA), (», 9, —À, —h). (— pm, hp, —v). 


Ces directions sont d’ailleurs bien toutes trois perpendiculaires à la 
direction (A, y, v, ¢), et par suite tangentes à l’hypersphère Z.. 

Remarquons enfin que dans un déplacement continu quelconque, le 
carré de la vitesse du point représentatif M est proportionnel à l'énergie 
cinétique T de la sphère S. En effet, on a 


2T=A(p?+ g?+ 7"), 


A étant le moment d’inertie de la sphère S autour d'un diamètre, 
et p, g, rles composantes de la rotation instantanée suivant les axes 
mobiles. Or la rotation subie par la sphère pendant l'intervalle de 
temps infiniment petit dt a pour composantes suivant ces axes « = p dt, 
3 = qdt, y —rdt; donc en désignant par ds la distance infiniment 
petite parcourue par le point M, on a d’après les formules (24) 


ds? = di* + du?+ dit + dp?— > (ptt g?+i) dt? 
4 


et par suite 
e ds eek ee 


Cette relation démontre l’invariance de l’élémentdinéaire de l'hyper- 


mme 
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sphere &, 
(26) ds* = d®* + sin?@ 46? + sin?® sin? 6 dy?, 


et redonne par suite comme expression de la probabilité élémentaire 
_ invariante, l'élément d’aire do qui lui correspond. 


Mouvement brownien de rotation. — Supposons de nouveau que la 
sphère S soit soumise à un mouvement brownien de rotation, et que à, 
3, y Soient les composantes suivant les axes mobiles de la petite rota- 
tion totale subie par la sphère S pendant un très petit intervalle de 
temps At. Ces composantes satisfont alors aux relations moyennes (1). 
Par suite les valeurs moyennes du premier et du second ordre relatives 
aux composantes 


s,;= >) S,= —) $= 


5 (= Ss. — ©, S35) == SS 1 2 9 0. 
2 » ee R 
= Ses Se aie 


Ces composantes étant comptées, comme nous l'avons montré, suivant 
les axes d’un triedre trirectangle tangent à la multiplicité X;, i 
résulte directement des formules précédentes que, si l’on désigne 
par Udo la probabilité pour que le point M se trouve à un certain 
instant sur un élément ds de &,, la fonction U satisfait à l’équation de 
la diffusion sur cette hypersphère, le coefficient de diffusion étant 
égal à TR 
Sur une multiplicité d’élément linéaire 


ds?= ax dxi dx*, 
l’équation de la diffusion s'écrit (en notation tensorielle ) 
ea ea th ae 
ER Ve oni Ok) = © Ot 


Sur l'hypersphère ZX, le déterminant a des ay, est (avec les 


2% 
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variables ®, 0, v) 


1 Oo o 
a= |o sin?® 0 | — sin" sin?9, 
0 0 sin?@ sin’ @ | 
et l’on a 
ai— te. ’ ak—=o si 1 1s 


i 


‘ : : : OUR 
L’équation de la diffusion est donc (en faisant D — +) 


1 dus dU 
} ee a 2 ae: 
(201 sin?® 0 (sin si 5) 


“eg: at Be g JU i oF ee  :2 ee aU 
sind 96°" =) À nr sind oy (x ov) R a £ 


Or la probabilité pour que la sphère S ait subi entre l'instant initial 
et Pinstant {une rotation (, 0, L) ne dépend par symétrie que de la 
grandeur 24 de cette rotation et non de sa direction, autrement dit si 
le pole ®=o de Vhypersphére *, correspond, comme nous l'avons 
supposé, à la position initiale de la sphère S, la fonction de probabi- 
lité U ne dépend que de langle ® et du temps ¢ (mais non de 8 et Ÿ); 
nous pouvons done la désigner par g(P, ¢). Pour une telle fonction 
’équation (28) se réduit à 


1 CEE Ox 1 ag 
: 222 Ai’ gy 2) Like -—— + 
(29) sin?® J ( ad bod x) Lea te dé 


Par ailleurs comme une position de la sphère S est représentée par 
deux points diamétralement opposés sur Ÿ,, on doit avoir 


(30) s(D,1)=g(r - D.) 


el 


F CCR 
Row t) do = a fi S( D1) sin D sind db dÿ d4 =», 


c'est-à-dire 


(51) anf SCD. /)sinPt-O®dd=)., 


0 


ee 
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Enfin la position initiale correspondant aux deux pôles D =o et D = 

de X,, la fonction g(®, £) doit tendre vers zéro avec t pour toute valeur 

de ®, sauf au voisinage de =o et Dr, g tendant alors vers l’in- 

fini tout en continuant de satisfaire aux conditions (30) et (31). La 

fonction g(®, ¢) est ainsi complètement déterminée, et nous allons 

montrer qu'on peut en trouver une représentation analytique explicite. 
L’équation ( 29) développée s'écrit 


eg cos® dg 4 Og 


00? "sind 0@ — R Ot 


(32) 


ransformons-la en prenant comme fonction inconnue le produit 
(33) Y(D, 2) = 2(®, t) sin®. 


Elle devient 


p DV eee ON 
(99) ob? Tran on 


et nous devons en étudier les solutions Y(®, t) qui admettent la 
période 27 par rapport à ®, et s’annulent pour ® =o [d’après la rela- 
tion (33)]. Cette dernière équation aux dérivées partielles étant 
linéaire admet comme solutions particulières satisfaisant à ces condi- 
tions des fonctions de la forme 


sin 72 e@, 


m étant un nombre entier quelconque; en faisant la substitution on 
trouve qu’il faut avoir 


D — 1 
DENON 3 
4 
Il en résulte que la série 
b. 2 £ ee 
(35) Y(®, t)=Ÿ cnsinmbe 


m=1 


représente la solution générale, satisfaisant aux conditions indiquées, 
Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — Janvier 1928. 3 
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de l'équation (34), car le théorème de Fourier permet de déterminer 
les coefficients c,, de façon que cette série se réduise pour { — 0 à une 
fonction quelconque Y,(®) donnée pour ® compris entre o et x 


2 nu 
ÿ — in vx D d®, 
(36) Cn= = [ Y,(®)sin»2® ¢ 


v0 


Dans le cas du mouvement brownien de rotation, nous aurons d’aprés 
les conditions (20) et (31) 


(37) Y,(®)=Y,(x—®), an | Y,(@) sin D dd =1, 
0 


Y,(®) étant nul, sauf au voisinage de ®=o ct ® =z. Comme on 
peut écrire 


2 * sinm® , 
ene f ES Y,(®) sin ® db, 


on voit par suite que ( Y, étant positif) 
Can — 9; Canti = 
La solution cherchée est donc 
: 1 
, Saat ee s] r —n(n+1)R 
ti Mir = Ser +1) sin( 27 + 1) @ enn) 


ou, en revenant à la fonction g(%, t), 


I 
38) (®t) == — 
alata tT? sin® 


[sind +..,+ (on +1) sin(an + 1) DeratnRt+...],. 


sin(2n + 1)® 


Remarquons que le quotient — 5  estun polynome de degré n 


en cos’® ou en cos2®, et si l’on pose 


© sin(2n + 1)® 
20) RE 6 eee 
(99 nd =(2n+1)R,(cos2®), 


on peut montrer que les polynomes R, forment une suite analogue à 
celle des polynomes de Legendre; ils sont notamment caractérisés par 


LS 
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les relations 


d R, 
| [CUVE RO | = nn RG 


[Ra(1) 1}, 
I—u 
R,. fu) R,, ue == 0; 
is n(u) (u) ae o 
T 
DOVE TRES 
i ee ei (an +1)?’ 
4 
an+3 I 
oH.) ——R amo he (), 


Wiis) S=1; R,(w) = 3 (20 +1), 


(—2)in!  . qn I—u 
R, ee) pF Ps =) ANR 
(et) (2n +1)! 1— « du” Sl a dl sa 


| ES oar 
I— 2043 + 5? 


=1+...+(9n+1)R,(u) "+... 


En résumé, la probabilité pour que la sphère soumise au mouve- 
ment brownien se trouve à l'instant ¢ dans une position déduite de la 
position initiale par une rotation de grandeur 2% et de direction 0, Ÿ 
(à d®, d6, dy près) est 

g(®, t) sin? ® sin 9 d® dé dy, 


la fonction g étant déterminée par le développement en série (38). Si 
l’on veut définir l'orientation de la sphère par les cosinus directeurs «;, 
ou par les angles d’Eulerw, A, u, il suffit d'utiliser les relations 


yy + oo + Ag — I © A+} 
As 5 cos® = cos © cos". 
2 


2 2 2 


(41) cos 2 D — 


CHAPITRE IIL. 


MOUVEMENT BROWNIEN DE ROTATION DANS LE PLAN OU AUTOUR D'UN AXE. 


Ces problèmes se ramènent à l’étade de la diffusion sur une circon- 
férence de rayon 1. Si l’on désigne par « l’angle d’écart à partir de la 
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position initiale, et par (a, t) da la probabilité d'une rotation com- 
prise entre « et «+ da à l'instant #, on voit immédiatement, comme 
dans le cas du mouvement brownien de déplacement sur une droite, 
que 

: Ph 5 Où 

(42) ree wi 


La solution générale de cette équation, identique à celle du pro- 
blème de l’armille sans perte de chaleur, est 
h(a, t) = yen (A, sinna + B, cosna) 


n=0 


+7 +h 
A £ 43 h(a, o)sinna da, D; = f h(a. o)cosna do (72'52'0); 


+7 
1 


By = any Le h(a, 0) da. 


T 


Dans le cas étudié ici, on a 


Aix, 6) 6; 


sauf au voisinage de « = 0, étant alors positif et infiniment grand de 


telle façon que 
+T 
[ h(a, 0)da=1. 


—T 


On a par suite 


Donc 


LA] ! Ay LA! 
(43) Get) a +7 [ite eM cosa +... 2 et cosn à +.. ae 


“ale 


On peut déduire facilement de ce développement la valeur moyenne 
au temps ¢ de cosna ou de cos"«. Par exemple 


(44) costa = = (1+ cosaa%) =~ (1+ eR), 


On sait d’ailleurs que cosna est un polynome de degré n en cosa, et 


Hits. 
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que les polynomes (') 


(45) Q,(Cos%) = cosna 


forment une suite orthogonale analogue a celle des polynomes de 
Legendre, et qui rentre dans une méme classe générale dont nous 
parlerons au Chapitre suivant. 

En posant h(«, t) = H(cosa, ¢) on aura donc 


(46) Hu.) = sqlite 2QulaeyermRet,..], 


développement analogue au développement (17) de la fonction F(w, ¢). 

Si l'on considère que la diffusion sur la circonférence se produit 
sur une droite illimitée enroulée sur cette circonférence, ce qui est 
possible à cause de l’identité de l’équation (42) avec celle de la diffu- 
sion sur une droite, on aboutit à une autre expression de la fonc- 
tion h(a, t). D'après un résultat classique la densité au temps ¢, en un 
point d’abscisse x de la droite enroulée, est en effet 

\ 4 


(47) O(a, t)= e rt, (— œ < 4 + oo) 


2VrRt 


et en faisant la somme pour les différentes parties de la droite qui se 
superposent sur la circonférence, on voit que (*) 


(a+ 2kR) 


: ‘> ra tek t 
2VTRt 


(—nmias+). 


(48) h(a. t)= 


L'identité des développements (43) et-(48) résulte d'ailleurs directe- 


(1) On désigne sous le nom de « polynomes de Tchebychell » les polynomes 
Tata) = —— Ona) 
n(t)= es ee 


(2) Ce dernier type de développement est indiqué dans la Thèse de M° G. L. DE 
Haas-Lorentz, Die Brownsche Bewegung und einige verwandte Erscheinungen 
(F. Vieweg et Sohn in Braunschweig, 1913). 


22 FRANCIS PERRIN. 
ment de la relation 


Tn? ; 
sn 2Tiny 
, 


+ © + © 

à ere tye — A n > e 
— Yr 
=e — # 


bien connue dans la théorie des fonctions théta. 

Les développements (43) et (48) convergent rapidement, le premier 
quand ¢ est grand, et le deuxième quand £ est petit. 

Remarquons enfin que la solution (47) du mouvement brownien de 
translation sur une droite peut être mise sous une forme analogue à 
l'expression (43) de la fonction h(a, t). En développant en effet en 
intégrale de Fournier, on obtient 


nn 
f et cosu a du. 


0 


I 
Dax. t) = — 
Le 


CHAPITRE IV. 


MOUVEMENT BROWNIEN D'UNE DIRECTION LIÉE A UNE HYPERSPHERE A P DIMENSIONS. 


On peut généraliser facilement au cas d’une hypersphère à un 
nombre quelconque de dimensions les problèmes de mouvement 
brownien ou de diffusion résolus aux Chapitres I et III pour la sphère 
et la circonférence. Nous représenterons paramétriquement une 
hypersphère de rayon 1 dans l’espace à (p +1) dimensions par les 
équations 


2 COs, (0< 0, <n), 
y= sin, cos, (0<0, <n), 
L,= Sin 0, sin 9,...cos9, (0S 6,47). 


Eup Be, sin 9,...sin§, (o<S6, <or), 
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Sur cette multiplicité l’élément linéaire a pour expression 
ds? = d0$ + sin*0, d6}+-...+ sin?6,...sin?6,_, d6. 
et l'élément « d’aire » 


do = sin’—'6, sin?—?6,...sin0,_, d6, d8,...d6,. 


L’équation de la diffusion, pour une fonction ne dépendant que de 4, 
et du temps, se réduit à 


(49) 2 | sinr-"6 oe = ofp , 


sin’, 08, 08, 


Si f,(9,, ¢)do est la probabilité pour que le point diffusant, initiale- 
ment au pôle 0, = o, se trouve à l’instant ¢ dans |’élément do, on aura 


T 
(50) Sf Sp (9, ©) sin? 6, dd, =1, 
0 


S, étant «l’aire » de l’hypersphère de rayon 1 dans l’espace à(p+ 1)° 
dimensions 


(27)* 4 
+ eee 5 a hee 
Le Pe Re 2 + PERS 
(51) Sp= rar = k+l 
r(? ) poy Sih si p=2k +1. 
2 rn | 


De plus, la fonction f,(0,, ¢) doit tendre vers zéro avec 7, quel que 
soit 0,, sauf au voisinage de 6, = o. 


Posons 
(52) : cosô, = u, UN Rd CET 
nous aurons 16 
SE “ ee 5E] = tre) 
avec 


+1 P=? 
(54) Sas F,(u,t)(1—u?) * du=1 et E,(u, £)> 0. 
+ —1 


La solution cherchée s’obtient en considérant les polynomes hyper- 
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sphériques P,,,(w) définis et caractérisés par les relations 


(a) Lou ee SPOR Scale Ss UN 2 Pyp(u), 


9 dP,p(u) pu dPap(u) __ 


(b) (1— uw?) a ee =— n(n+ p—1) Pap(4), 
Ps) À, 
+3 oa 
(¢) Pp(u) Pmp(u)(1-— ut) * du=o si mMAn, 
—1 
se boos] eRe The: 
I > Aes ie I n! (p—t1)! P, 
(d) if PSE 87) du TR En eyo iy Sa 
y — 
Pa <= ——————————— = 1° ° 
is p(u) AP PDT pan t u?) 
LES à p—2 
alert], 
(55) _ p=! TPE |, 
a 2 TAR 2 P—2) I = 
(f) (1— 23+ 5?) PT eae : oem (pay ee + 
si P'à2: 
1— 3? 
VE 
(2) (1— 2us-+ 57) ? 
é ue (n+ p — 2)! 
Ph tas Ar Era dee CFE ne 
(4) Pap(— u) oe es 1)” Prp(u), 
([Prp()[st pour | —wSus-+4, 


(7) n(n+ p— 2) Pr,(u)= (n+ p—2)u Php(u)—n Pies, (u), 


(/) (n+p—2)P,;,(u) 
= (2+ p— 3) Pr—;,p(t) — (—1) Ph, p(@), 


(A) Poo (1, Pip(t) =, Pap) = (ptr) —a), REN 


Ces polynomes se déduisent simplement de la fonction hypergéo- 
métrique F(a, 5, y, 2); on a en effet (') 


(56) Du) =F(n 3 P—1, —n, Fe =). 
\ 


(1) Les polynomes R,(w) considérés page 19 sont aussi des polynomes hypergéo- 
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Ils comprennent comme cas particuliers les polynomes Q,(u) et P,(u) 
que nous avons considérés dans les Chapitres précédents : 


(55) Part) == Gales Pate P, (ia) 


et l’on peut montrer qu’ils s’en déduisent par des dérivations succes- 
sives (!) : 


ee 
Per = res I (2k)! a 
(38) \ 2k+i(&) (n+2k—1) t (n +k) gk eT. Tk Vara lt). 
Ee Jui dk 
[ Pasese() = at kis rPrsa(u). 


Un raisonnement analogue à ceux que nous avons faits pour la 
sphère et la circonférence conduit, pour la fonction F,,(u, ¢), au déve- 
loppement 


= ! 
(59) F(a, € s > Bend 2h TE od (an + p— 1) Prr(uÿe -nintpi Re, 


d’où l’on déduit notamment les valeurs moyennes au temps ¢ sui- 
vantes (?) : 


> SF cia — ) ee 
(60) Paplajys emnintp-Re, sin? 6, = er [1 te 240], 


Suivant que p est pair ou impair, la fonction F,(u, t) se déduit, par 


métriques 
Ra(u)=(an+1)F (ni, A, + =: =(— F(a TOUTE; ; = “). 


2 


(1) Il faut faire attention de ne pas confondre les polynomes hypersphériques P,,(u) 
avec les fonctions de Legendre d’ordres supérieurs, qui apparaissent comme coeffi- 
cients dans le développement des fonctions de Laplace en série trigonométrique, et 
sont définies par la relation ; 

dh 
L,;(u)=(i— u?)? dur Py (i). 


P ) d’au- 
I 


tant plus rapidement que p est plus grand. Le développement (59) montre même que 
la fonction S,. Fp(u, t) tend très rapidement vers la valeur constante t si p est 
grand : sur une sphère à un très grand nombre de dimensions la diffusion serait 


(2) On voit que ces valeurs moyennes atteignent leurs limites (0 et 


presque instantanée. 
Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — JANVIER 1928. 4 
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des dérivations par rapport à u, de la fonction F(4, ¢) du Chapitre I ou 
de la fonction H(w, t) du Chapitre III. En utilisant les relations (58) 
on trouve en effet que 


I 
(27 )# 


/ ? O* 
| Fig (ut, t) = ek Re Hu, t), 


(61) 
: ok 
kktuRe CF ; 
yee Fuk (u, t) 


| Berge, by a= (an 


CHAPITRE V. 
ETUDE DES FONCTIONS f(w, ¢), g(®, ¢), A(x, £) ET DE LEURS RELATIONS. 


L'étude du mouvement brownien de rotation d’une sphère libre, ou 
d’un solide mobile autour d’un axe fixe, nous a conduit à exprimer la 
probabilité d’une rotation donnée au bout d'un temps quelconque au 
moyen des fonctions (t > 0) 


| f(w, t)=F(cosw, t) 
= [1444 (an) Pa(cosm)eremtntes, 
1 
(62) « g(®, ¢) = G(cos®, t) 


= © I+...+(2n+1) su alicia) hae UP “5 
sin® ) 


I 
h(a, t) =H (cosa, = [1+...+ 2cosn ae mets... ] 


Les fonctions f(w, 4) et h(a, ¢) sont en même temps les solutions 
principales des équations de la diffusion, ou de la conductibilité ther- 
mique, sur une coque sphérique et sur une circonférence ('); elles 
jouent sur ces multiplicités fermées le rôle des fonctions de Gauss sur 
les multiplicités planes illimitées. 

Les fonctions F(u, t), G(u,t), H(u, t) sont définies pour w compris 
entre — 1 et +1, mais on peut les prolonger en dehors de cet inter- 
ctl ln à nd diet Crime.) Putian But dames comes ion Be ou. 


1 x 4 si ap og } Sor 7 £ ci . Fe 
(1) Elles permettent d'exprimer au moyen d’intégrales définies Jes solutions géné- 
rales de ces équations, 
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valle, et l’on prouve facilement qu’au point de vue analytique ce sont 
des fonctions entières de la variable w. 

Les relations (61) du Chapitre précédent montrent que les fonc- 
tions Fu, ¢) et H(u, ¢) sont positives ainsi que toutes leurs dérivées 
par rapport à uv, pour u compris entre — 1 et +1 [car les fonctions 
F,(u, t) sont essentiellement positives dans cet intervalle ]; comme il 
s’agit de fonctions entières il en est de même pour u >1, 


(63) a pe — oO ANd > 
9 Duk (au, À Oo, Dak tt, 1) =o pow eae 


Les fonctions F(u, ¢) et H(w, 2) satisfaisant aux équations aux déri- 
vées partielles ] 


ed eee mee 
es Me) Gis oY a ae 
(64) 
NL oui ou 
His Oe “Qu R À? 
on voit que, quel que soit t > 0, 
OF (1, t) À OF (u, t) MR oh 
oe | dur He D et From oe Si Is @30, 
5: ( 
aes ee es eee fe oe UO 
etpour{—0o,ona 
ME(u,.0) 
TT E ET 
OF (ua, 0) 
di ns 


quel que soit u 1. 

Pour o<u<1, les fonctions F(u, ¢) et H(u,t) passent par un 
maximum quand ¢ croit de zéro à l'infini. 

Les développements (62) convergent rapidement quand ¢ est grand; © 
ils mettent en particulier tres bien en évidence la façon dont les fonc- 
tions f, g, A tendent vers l’uniformité quand ¢ tend vers l'infini. Nous 
avons donné pour la fonction h(a, t) un autre développement en série, 
convergeant rapidement quand t est petit : 


ee (A+24 7)? 


e qu 


tee hic. t()} => — tk 
(66) à Vrai pee 


2. 
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On peut en déduire un développement analogue pour la fonction 
g(®, 2). En effet, cette fonction représente la diffusion (*) sur une 
sphère à trois dimensions de deux points diamétralement opposés de 
sorte que 


(67) G(u, t)= Fy, 7) +F,(— u, À 


Rt 
7 MES 0 t 0 t 
oo ee (=H rig — II (— uw. >) |» 
21 ou 1) Ou GE 


d’après la première relation (61). En revenant à la variable ®, on a 


Ora tee code 
; du sin® 0® 
et l’on obtient 
= À <= _1P+4r 
(68) g(®, t) = ——, D (—a(d+kz)he = 
(nRe)? sin D 2 


Pour la fonction f(w, t) nous remarquons d’abord que, d’après les 
développements (62) et (68), on a 


a 
f T 
NON LÉT rie Tr: s(5 !) 


2 

of t nm? = x? 

2 = — AN 

=(+) e + st oS (-rr(an+ije ; (042 
0 = 
c’est-à-dire 
3 t nT? 
à - TAN EE ere T° 
(-0) m 1) We in 
; Ia ) (&) € Î T; Rt)’ 
relation fonctionnelle analogue à celle que vérifie la fonction h(o, t) 
TL) RO. tf) FE A 0. LT 
: Rt Rel 


LU . . . . , , e 
D’autre part, en pensant à la signification géométrique des angles w 
et ®, on voit de suite que 


4 | : CET x 
ARRETP RE 8 jf o(®. 1) dp. avec cos® — cos © cos de 


0 2 2 


(1) Avec un coefficient de diffusion égal à a 


ÉTUDE MATHÉMATIQUE DU MOUVEMENT BROWNIEN DE ROTATION. 29 


En substituant dans cette relation le développement (68) on n'obtient 
en général aucun développement simple de la fonction /(w, 1), mais 


pour w = o on trouve 
Ri atau D: 
yee Lee [ICE QO == .. 
AT f(o, t) = —e : ——¢ Rid. 
À ) Ri a. sin ® - : 


expression qui peut étre développée en série par rapport aux puis- 
sances entieres de Rt 


i) 1 2 y? 
: Os ee 
an 


J I 1 
72 af (0, 2) = de + =e RISE 
(72) An f( ) Rt 3 vag Cet 


ON 


Pour ¢ très petit, on peut enfin déduire de l’expression (2), page 5, 
que l’on a asymptotiquement 


Ww? 
i à 4 
e tRar 
GR At 


(53) ee jo ALES 


car alors a? + 6? = w? et dadB = wdw do. 

Les divers développements obtenus permettent de calculer les 
valeurs des fonctions f(w, ¢), g(®, t), h(a, t) pour toutes valeurs des 
variables. Nous donnons ci-dessous des tables sommaires de ces fonc- 
tions, ainsi que deux réseaux de courbes montrant clairement |’allure 


de f(, t). 


47 f(o, t). 
2 4, 

0 10,3401 5,3473 2,3703 1,4184 1,0550 1,0010 
A 5, 3328 3, 8856 2,1170 1,3594 1,0476 1 ,0009 
_ 0,5139 1,4949 1.5130 1,2015 1,0279 1,0005 
3 

= 0,0272 0,3079 0,8797 0.9938 [ ,0000 1 ,0000 
2 
27 LOE = à 
> 0, 0004 0,0347 0, 4245 0,79955 0,9725 0,9995 
= 0,0000 0,0024 0,1942 0, 6561 0,9924 0,9991 
x 0 ,0000 0, 0003 0, 1284 0, 6064 0,9451 0.9990 


(3,5. 10-9) 


30 


kr Ae,t) 


FRANCIS PERRIN. 


2 


Courbes I, 
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2,2803 1, 1630 


l 8244 1, 099 


0,9876 1 ,0000 


SIA wa GA © 


0,6064 0,9451 


4x Flw,t) 


0 1 2 3 Ret 
Courbes II. 


3 % 


CR 
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an h(a,t).° 


CHAPITRE VI. 


MOUVEMENT BROWNIEN DE ROTATION D'UNE HYPERSPHÈRE A TROIS DIMENSIONS. 


Composition des rotations autour d’un point dans l'espace à quatre 
dimensions. — Soient æ,, 2, æ:, ©, et x,, x,, x, æ, les coordonnées 
d'un même point par rapport à deux systèmes d’axes orthogonaux de 
même origine dans l’espace à quatre dimensions. Les formules de 
transformation peuvent s’écrire ( Cayley) 


Ly—di— A(Li+ ds) + b(2#,+-23;)+ c(x,+x,), 
(54) Ly — Ly = — a(x, + 2,)+h(r2,+ 23)— g(x,+x,), 
ts, — £,—=— b( a+ a2,)—h(a,+2,)+ f(x, + x), 
Li 2, = — c(@,+2,) + g( 24+ La) — Sf (23+ 23). 


Nous poserons (') 


| 0—=af+bg+ch, 


(79) à 
à | 61+ 04+ 64+ 8+ P+ t+ V+ 67, 


(1) Ona: 
0 a b c I a b c 
—a 0 h —g a —a 1 h —g Se 
—b —h 0 à —b —h 1 —f 


a Se 
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puis 
a: 60 AO f Cee he 1 
a — == rt = ee a ie 
(76) as st Pate RAC Rie LS OS 
{ Oo Om 1 o§ =—a 


Les huit paramètres «, 8, +, 9, Ÿ, 4, », 5 sont liés par les deux 
relations 
ia (ae +++ ot 04 n+ 6+ 0=1, 
ao + BU+ yn + 00 —0. 

Un même changement d’axes est caractérisé par les valeurs «, 5, y, 9, 
Ÿ, n, 9, 9 des huit paramètres ou par ces valeurs changées de signe. 

Si 29 et 20 sont les grandeurs des deux rotations ordinaires abso- 
lument perpendiculaires qui aménent le premier systéme d’axes sur 
le second, on a (') 


(78) 6 = tang® tang@, ha 


et par suite 


(79) p = cos® cosO, o==— sin®@sin®. 

Considérons deux déplacements successifs du systeme de référence 
autour de l’origine; désignons par 2, 6, ... ct a’, 3’, ... les para- 
mètres respectifs de ces déplacements, et par x”, 3”, ... ceux du 


déplacement résultant. Les formules obtenues par Cole pour la com- 
position des rotations autour d’un point dans l’espace à quatre dimen- 
sions, avec les paramètres a, b, c, f, g, h, 0 deviennent, avec ceux que 
nous avons introduits : 


Le, pa n° + by’ + 99) NE Balt ap! + 90's 

B’= a! + pf— 97 + 79 + of’ — an! + Be!+ Yo’. 

V'=— ba'+ 98+ py’— 59 + ab’ + on’ + 7e +00, 

8 g’= aa! — y8'+ By'+ pp ny! + pa’ op’ + aa’, 
Le) ! : F ’ ! Le ’ 
ire? w= ya'+ oB'’— ay'+ 0 + pp'—on'+ bp'+ Bo 
n'=— Ba’ + aB'+ cy’— bo'+ ob’+ pn'+ 9 + yo’, 

p= — 20’ Po y7'— 9¢ dm + pp’ + gai, 

has pris UE mY AD BW Yn Op sob BO 


(1) Cote, Amer. Jour. of Math., t. XII. 
Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — FÉVRIER 1928, 


or 
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Si le deuxiéme déplacement est trés petit, on a au premier ordre 
PI, 0-70 eta, 0, Y's 9's Y’, n' infiniment petits. Donc en posant 


daa" — a, 


on aura 
{ da=  pa'— nB'+ y +o?— yb’ + Br’, 
dB =  na'+ pB’— gy'+ y9'+ ay! — an’, 
dy =— Ya'+ 9B’ + py’— Bo! + «ÿ'+ on’, 
4 dg= ou — yB’+ By + pp’— up’ + Yn, 
ae dy=  ya'+ of'— ay’+ no’+ pp’— on’, 
dy = — Ba'+ aB'+ ay’ — do'+ of’+ pr, 
dg = — aa’ — BB’— yy’— 99 — py! — ain’, 
\ da=— ga’ — $B! — ny’ — ag’ — By’ — yn’. 
Vou 
(82) ds? = da* + dB* + dy? + dg*+ db? + dn? + dp* + do* 


=a? + B24 py? + 9? + din. 


Si l’on suppose ce petit déplacement effectué en un temps di, 
l'énergie cinétique T d’une hypersphère liée aux axes mobiles peut 
être facilement déduite des formules (74) et l’on trouve que 


(83) Tdt?=2A(a?+ B+ y?+ 9% + U?+ 97) = 2A ds. 


Nous pouvons exprimer géométriquement ces résultats en considé- 
rant les paramètres «, 8, y, 9, d, n, , s comme les coordonnées rec- 
tangulaires d’un point dans l’espace à huit dimensions. Les deux rela- 
tions (77) définissent alors dans cet espace une multiplicité F à six 
dimensions, sur laquelle une même rotation dans l’espace à quatre 
dimensions est représentée par deux points diamétralement opposés. 

La correspondance entre les positions d’une hypersphère S, liée 
aux axes mobiles dans l’espace à quatre dimensions, et les points de 
la multiplicité l'est intrinsèque, un changement dans la position de 
référence revenant, d’après les formules (80), à un changement d’axes 
orthogonaux dans l’espace à huit dimensions. Ces formules définissent 
un sous-groupe à six paramètres du groupe des déplacements autour 
de l’origine dans cet espace; ce sous-groupe, étant transitif pour les 
points de la multiplicité l, admet, comme seul élément différentiel 
invariant, l'élément d’aire d& de cette multiplicité, On doit donc 
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prendre comme définition de la probabilité élémentaire relative aux 
positions de l’hypersphère S, 


(84) d) = de, 


résultat que l’on peut aussi déduire de la Plato (83) qui prouve 
invariance de l’élément linéaire ds? de la multiplicité F vis-à-vis des 
changements d’axes de référence dans l’espace à quatre dimensions. 


Mouvement brownien de rotation. — Pour définir le mouvement 
brownien de rotation de Mme S;, nous remarquerons qu'une 
petite rotation (a', 8’, y’, o’, d’, 7’) est la résultante de six rotations 
ordinaires indépendantes, ha grandeurs 2@’, 2)’, 2y', 29’, 2’, 21, 
effectuées dans les six plans de coordonnées à deux dimensions, et 
qu’une série de petites rotations (a, 8, ...), («,, 4, ...) a pour 
résultante Ja rotation ; 


(85) mas te oad Sie ls B= Bp Bye} 


pourvu que a’, 8’, ... soient encore petits. Ceci nous permet de carac- 
tériser le mouvement brownien relatif à un petit intervalle de temps A, 
par les relations moyennes 


(86) es HE ay =F Se eT R 


Comme d’après les formules (81) le pare du point représen- 
tatif correspondant a la petite rotation (a 6’, ...) de l’hyperphèreS, 
est la résultante de six déplacements «’, 2’, y’, o’, d', 1 effectuées 
suivant six directions orthogonales tangentes à la multiplicité I, il 
résulte des formules précédentes que ce point diffuse sur I’, avec un 


coefficient égal à “) Plus exactement si P dct est la probabilité pour 


que l’un des deux points opposés qui représentent la position de 
l’hypersphère S, se trouve à un certain instant sur l'élément dc de F, 
la fonction P doit satisfaire à l’équation de la diffusion sur cette mul- 


tiplicité. 
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Les équations (77) qui définissent [ peuvent ètre remplacées par 
les deux suivantes : 


( (2+ oP+ (B+ b+ (7+n)+(o+o)=t, 


(87) | (a—9)?+ (8 — byt (y—n)?+(p—6)=1, 


/ 


qui conduisent immédiatement à la représentation paramétrique 


2+o=sinw sink sin p, œ — 9 =siny siny sint, 
he 8 + d—sinw sind cosp, B — 4 —sinysiny cost, 
ee y+ =sinw cosh, y—n=sinx cosy, 
p+o=coso, o0—o =cosy. 


Avec ces variables, l'élément linéaire de I’ a pour expression 


(89) it ge : (dos? + sin?w dh? + sin?w sin? À dp? 
+ dy? + sin*y dy? + sin?y sin*y dr?). 


On en déduit pour l’élément d’aire : 


(go) da = & sin? sin À sin?y sin y dw da du dy dy dr. 


Remarquons que d’après les relations (79) on a 


p + a —=cos(d — 6), p — os — cos(® + @) 
et par suite 
(91) a= d — 6, x = Ÿ +0. 


Or si les positions de l’hypersphère mobile S, sont rapportées à sa 
position initiale, la probabilité d’une position donnée ne doit dépendre 
que des grandeurs 2% et 20 des rotations composantes du déplacement 
correspondant, et non de leur orientation. Par suite la fonction P ne 
doit dépendre que des variables &, 7 et ¢. Pour une telle fonction 
l'équation de la diffusion sur la multiplicité l s'écrit, pour un coef- 


oes SO: 
ficient de diffusion + ;, 
+ 


A 1 Oo Su OP pred OY 650 tes ml 
9? sn?© do \ aa = ; sin? y dy dr ” Oy eh. Oks 


ves 
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On doit avoir d’autre part 


Ve T vrs 
(93) oe in ant f ik Po, 7. ¢) sin?w sin?y dw dy = 2 
0 0 


avec 
P(x—a, t—y. t)=P(9, x. t). 


Enfin pour ¢ = 0 la fonction P doit tendre vers zéro quels que soient & 
et 7, sauf pour o=7 =o eto =7 =7, cette fonction tendant alors 
vers l'infini. Nous pouvons satisfaire à ces conditions en posant 


(94) P(o. 4 t)h=e.(@. t)200t), 


la fonction ¢, étant la solution de l'équation aux dérivées partielles 


32 o 
(oh) 8; » ST dg, ALL O81 
; Ov? sinw 05 R ot 


qui tend vers zéro avec t quel que soit &, sauf pour & — o oun — 7, 
et qui satisfait aux conditions 


(96) si (©, t) sin?w dw = _ oi(r—o, 1) = 8(S, t). 
: 0 


Nous sommes ainsi ramenés à un problème identique à celui que nous 
avons résolu pages 18 et 19, et l’on voit de suite que 
(97) £1(0, 1) =28(8, 21). 


La probabilité pour que l’hypersphère S, se trouve dans la posi- 
tion ©, À, », y, ¥, 7 (ada, di, ... près) à l'instant ¢, est donc 


8) PdJ =-— g(a, 21) 2(y, 21) sin°w sin sin’y sin y dw dh du dy dy dr, 
9 5 #( )#(x F4 pay 


la fonction g étant donnée par la série (38) de la page 19. On doit 
d’ailleurs se rappeler que 


(99) æ — ® — 0, x =% +0. 
La probabilité d’un déplacement donné dépend donc d’une façon 


symétrique de la somme et de la différence des grandeurs des deux 
rotations ordinaires composantes. 


38 FRANCIS PERRIN. 


Les résultats de ce Chapitre ne se généralisent pas facilement au cas 
d’une hypersphère à un plus grand nombre de dimensions. 


CHAPITRE VII. 


PRODUIT ET ITERATION DES RÉPARTITIONS SPHERIQUES. 


Nous avons jusqu'ici résolu les problèmes de mouvement brownien 
de rotation en montrant leur équivalence avec des problèmes de 
diffusion (ou de conductibilité thermique) sur des multiplicités 
fermées, et en intégrant les équations aux dérivées partielles corres- 
pondantes au moyen de développements en série de fonctions fonda- 
mentales. Ces problèmes peuvent être abordés par une voie toute 
différente que nous allons maintenant exposer. 

Pour plus de brièveté nous ne reprendrons que l’étude du mouve- 
ment brownien de déplacement d’un point M sur la surface d’une 
sphère X de rayon 1, qui représente de façon immédiate le mouvement 
brownien angulaire d'un rayon déterminé d’une sphère libre. Nous 
désignerons toujours par./f(w,t)dQ@ la probabilité pour que le 
point M initialement au pôle se trouve au bout du temps ¢ sur un 
élément dQ = sine de dh de X, situé à une distance sphérique © du 
pôle. 

Considérons à partir de l'instant initial deux intervalles de temps 
successifs de durées £, et ¢,. Les conditions dans lesquelles se produit 
le mouvement brownien étant les mémes à tout instant, la probabilité 
que le point M se trouve à l'instant 4, +7, dans l'élément dQ en 
ayant eu, à l'instant ¢, une position située sur un autre élément 
donné dz = sin 40 du. de la surface de la sphère est 


(100) (0. t,)da f(a, t, ) dQ, 


4 étant la distance sphérique des éléments d5 et dQ. En faisant la 
somme (les probabilités analogues à celle que nous venons de définir, 
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pour toutes les positions possibles de l’élément ds sur 3, nous obtien- 
drons la probabilité totale [(, ty + t,) dQ pour que le point M se 
trouve sur ¢Q à l'instant (¢, + t,); on a donc (après division par dQ.) 


(101) J(®, n+h)= 6 J(0. t,) f(a, t) do 
x 
avec 
c0s &% = cos 0 cosw + sin § sinw cos(p — à), 
do = sin 6 dé dp. 


Nous exprimerons cette relation fonctionnelle intégrale, qui traduit 
les caractéres essentiels du mouvement brownien, en disant que la 
distribution de probabilité f{w, 1, + ¢,) résulte de la composition, ou 
du produit sphérique, des deux distributions f(, t,) et /(w, ¢,), et 
pour montrer comment cette condition détermine la fonction de | 
probabilité /(, 2), nous allons d’abord étudier a priori la composition 
de deux distributions quelconques. | 


Composition de deux répartitions sphériques ou hypersphériques de 
révolution. — A toute fonction 2(w) définie (') entre o et +, nous 
ferons correspondre l'opération qui d’une « masse » p quelconque 
prise au pôle P d’une sphère È de rayon 1 conduit à une répartition 
de « matière » sur la surface de cette sphère telle que la densité 
superficielle (positive ou négative) ait au point de coordonnées 
sphériques (~, À) la valeur p?(w). 

Étant données deux telles répartitions de révolution o(w) et L(w), 
nous appellerons répartition résultante, ou produit sphérique des 
fonctions 9 et Ÿ et désignerons par ?Y(w), la répartition obtenue en 
effectuant d’abord, à partir d’une masse 1 prise au pôle P, la réparti- 
tion 9, puis à partir de chaque élément dz de € pris comme pôle, avec 
la masse (0) do qui s’y trouve, la répartition ¥, de sorte que 


(102) ohio J eh ayia 


avec 


cosa — cos 0 cosw + sin 0 sinw cosy, 
(103) 


do = sin 0 dé dy. 


(1) On peut supposer d’une facon générale que o(w) de est la différentielle au sens 
de Stieltjes d’une fonction quelconque, 
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Comme on a aussi 


{ cos = cosa cosw + sing sin cosy, 


(104) { do = sina da dy, 


Fig. 2. 


on voit que dans le produit sphérique l’ordre des opérations est 
indifférent 


(105) Ph (@) = $9(). 
En posant 


(106) cosa = U, o(#) = (uw), v(wo) = V(w), 
nous écrirons de plus (—1<u<+1) 


de div: 


Vi np? + ouvw 


(107) gY(o) = OKI = FF (0) W (a) 


Plus généralement, nous appellerons produit hypersphérique 
d'ordre p de deux fonctions o(m) et }(w), et désignerons par pb(w) 


Pp 
la fonction obtenue en remplacant dans la définition précédente la 
surface sphérique ordinaire £ par la « surface » à p dimensions 2 


os! |) 


d'une hypersphére de rayon 1 dans l’espace à (p + 1)° dimensions : 


(108) eyo) = À (0) (a) dax = Yo(o), 
7 =, DA 
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LES = 


les angles 0 = PN, a=—=NM, «© = PM étant reliés entre eux (et aux 
autres variables qui interviennent dans l’expression de d5,) par la 
relation fondamentale de trigonométrie hypersphérique. 

D'après ces définitions, si les fonctions 2 et | représentent les 
répartitions de probabilité correspondant à deux opérations indépen- 
dantes, leur produit sphérique (ou hypersphérique) représente la 
répartition de probabilité composée de ces deux opérations effectuées 
successivement. 

Pour étudier le produit sphérique des fonctions 9(w) et (wm) 
développons-les en séries de polynomes sphériques sous la forme 


Ar O(@) = cyt... 4+ (2N +1) cn Pp(cosw) +..., 
| 4nb(w)—d,+...+(an+1)d,Pp(cosw)+..., 


(109) 


pour laquelle les coefficients sont donnés par les formules (*) 


| “rd 
| LESso* o(®) P,(cosw) sine dw, 
0 


(110) { 6 
| di anf b(w) P,,(cosw) sir do. 


En substituant ces développements dans I’expression (102) du produit 
sphérique on obtient 


8 
8 


h ey (2 (2 dm PxPm( cose). 
47 pb (w) = > (n+ 1), (2m +1) (cosa) 
m=0 


n=0 


(*) Pour une fonction g(w) représentant une répartition de probabilité on aura 


el) de == Co= I 


e 


et o() étant positif 


Tw 
lenlgon f o(w)|Pp(cos) | sinew do < © 
© 


car | P,(cosw)| <1, donc [cn | <1. 
Ann. Ee. Norm., (3), XLV. — FÉVRIER 1928. 
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Or étant données les relations (103), on sait que 


(111) P,P m(cosw) = 5 P,,(cos 6) P,, (cosa) da 
he Jy 
| Oo si Mn, 
hs / 
rai | TP, (cose), si man. 
on +1 


Il reste donc simplement 


(112) ar p(w) = cadyp +... + (on +1) ¢ndyPn(cosw) +.... 
eS : ÿ 


Ainsi : En multipliant terme à terme les coe fficients des développements 
. 3 FES , e 21 +I 
de deux fonctions en série de polynomes sphériques see P,(cosw), on 
x est 


obtient les cocfficients correspondants du développement analogue de 
leur produit sphérique (1). 

En particulier la multiplication sphérique par une fonction quel- 
conque d’un polynome de Legendre P,(cosw) le modifie seulement par 
un facteur constant, et les lois de probabilité de la forme 1 + aP,,(cosw), 
a étant tel que cette expression soit toujours positive, gardent cette 
mème forme quand on les compose avec une répartition de probabilité 
quelconque (*). 

De même en développant les fonctions + et Ÿ en polynomes hyper- 
sphériques sous la forme 
2n+p—i(p+nr—2)! 


9 OC) as Cayk os 
as tal n! (p —1): 


(113) « 


| Show) = don +... + 


Cup apt COS6)) +... , 


an+p—i(p+u—sx)! 
! (p —1)! 


. dap Pup (Cos@) 4-..., 


(1) Pour des répartitions de probabilité on aura = dy=1 et [en] <1, | dn] <1, 
d'où résulte bien que cd, =1 et | endal <1. 

(*) Par exemple les conditions de symétrie de l'onde lumineuse imposent (en basse 
fréquence) pour la répartition dans l’espace des directions d'émission des photo- 
électrons la loi 

\cos?w + B=1+ aP.(cosw) 


dont la forme subsiste bien, d'après ce que nous venons de voir, quelles que soient 
les dispersions subies par les électrons pendant leurs sorties des atomes (P. AUGER et 
Ir. PERRIN, Jour de Phys., t. VIII, 1927, p. 93). 
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on démontre en utilisant les relations 


Do 31 1 An. 


(1 14 ) Pigs Pinup (Cos &) = n! (p — 1) ! P (cbs 6 
er l'on + p—i (p+n—2)! RE) te VEE 


que 


(115) S,ob(@)=copdop+... 
iA 
fe 2n + p—t (p+n—2)! 


! 


Crp Any Pan (cose she 
n! (p—1)! np Cu Pap La 


Les formules de définition (102) et (108) montrent que le produit 
sphérique ou hypersphérique de deux fonctions positives ou nulles 
dans l'intervalle fondamental o, = ou —1, +1 est une fonction 
positive ou nulle dans cet intervalle. Cette propriété s'étend aux 
dérivées d’ordre quelconque par rapport à # —cosw. En effet, en 
dérivant # fois par rapport à cette variable les développements (109) 
et (112), on obtient, en utilisant la deuxième des relations (58) de la 
page 25 et en posant p = 24 + 2,m=n— kh, 


{ k k 9 = à no) 
Rate =O4(u) = ( Le D é (2m-+ p—t) I AN cided ae Put). 


duf 2 hs a (p—1)! 
(4 16) i 
dau DIU + (on eee 
—— F A mt 
du ALARME S4 D m! (pp —1) Lu Pap (te). 


\ mv 


certs) ow os as (iw) 


PO Shiai epee apre 2): 


(l (brid Féeries 
me! (p--1)! qe pee). 


m=o0 


Formons le produit hypersphérique d'ordre p = 2k + > de ces deux 
premières fonctions; d’après les formules (113) et (11.5), son dévelop- 
pement s’écrit immédiatement 


à PA 
(118) B&W (y) — ( ne (2m a 1) pen ae ria) 
| | ig > m! po)! 
» k+ 10 
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et en comparant avec la formule (117) on voit que 


DEA Cu) —— DEN Eu). 
_ 


TER (27) 


(119) 


14 


Plus généralement on prouve de même la relation 


US I are Le 
(120) OF (0) = —{ OF V(x). 
’ (27 )"| 
PF p+2k 


Il résulte notamment de ces formules que : Sr deux fonctions D(u) 
et Wu) ont leurs dérivées d'ordre k positives ou nulles dans tout Vinter- 
calle fondamental — 1, +1, la dérivée de méme ordre de leur produit 
hypersphérique d'ordre quelconque PE (u) est également positive ou 


tid 
nulle dans cet intervalle. 


d 1 d 
Comme — = — —— on voit encore que si les fonctions o(~) 
ee ce sinw) de 


et Y(w) ont leurs dérivées premières négatives ou nulles entre o et = 
il en est de même de leur produit sphérique 24(w), mais avec la 
variable w cette proposition n’est plus vraie pour les dérivées d’ordre 
supérieur. 

Nous appellerons ttération sphérique d'une fonction la multiplication 
sphérique de cette fonction par elle-mème, et nous désignerons 
par 21(0) la fonction résultant de (g — 1) itérations sphanaties de 


la fonction o() (c'est-à-dire le produit sphérique de g fonctions 
identiques à 2). D’après ce qui précède, ona 


(121) 17% O,(@) = rc +... + (an +1) P,(cosw) +... 


et si la fonction o(w) n’est jamais croissante entre o et =, il en est de 
même de toutes les fonctions itérées 9, (). 
ur 


Résolution de l'équation fonctionnelle d'itération sphérique. — 
Reprenons l'étude de l'équation intégrale fonctionnelle à laquelle 
satisfait la fonction de probabilité f(, t), en Vécrivant pour une 
fonction quelconque o(w, t) 


a 


i 
LE LE AE PRE EN 1) (x, t,)de. 
JN 


A XK 
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En développant la fonction o(w, ¢) en série de polynomes sphériques 
sous la forme (u = cosw) 


(Mare, 1) = ina, 1)'== c(t) +... (an Hi) ct) Pl)... 


on voit, d’après le théorème établi au paragraphe précédent sur la 
formation du produit sphérique de deux tels développements, que la 
condition précédente équivaut aux relations fonctionnelles ordinaires 


(124) ; Cal + by) = Cn( ty) Café), 


qui donnent 


(125) 102) — eeu tal. 


les a, et t, étant des constantes. La solution générale de l’équation 
fonctionnelle intégrale considérée est donc représentée par le dévelop- 
pement 


(126) AT 9(w, t)— nr D(u,t) =n + 1) ent tn) P(e), 
nu=0 

sous la seule condition que la série ainsi formée soit convergente. 

Dans le problème da mouvement brownien de rotation la fone- 
tion o(w, ¢) doit représenter une répartition de probabilité entiére- 

‘ 
ment rassemblée au pôle © = o à Vinstant initial; il faut donc 
®(w, {)20, (tS Be | AE. d'où Gye. 

(127) lim o(w, ¢)=0 si w 7 0. 


1=0 


Il en résulte d’abord que le coefficient 


ent tni = 9 nf o(w. 2) P, (cos) sinw dw 
0 


doit être inférieur à 1 en tendant vers cette valeur quand ¢ tend 
vers zéro, et par suite que ¢,=0, 4, > 0 (et non infini). On prouve 
alors facilement que la série 


(128) 417 D(u, t) = DY Can + yer P, (à) 


= 


sera convergente quels que soient ¢>0 et [uf£1, si (condition 


ren 
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à 7 a F L 
nécessaire ct suffisante) ;—— augmente indéfiniment avec n (toutes les 
D 


séries obtenues en dérivant cette série par rapport à uv ou à Z¢ sont 
alors également convergentes). Nous allons montrer qu'on peut 
déterminer les a, (satisfaisant à cette condition) de façon que la 
fonction D(u, t) soit toujours positive et que 


(129) lim = ®(«, t) = du, 0) = D(u) pour ot, 
t= 
D(w) étant une fonction positive quelconque donnée. 
Remarquons d’abord que si la fonction ® existe on a 


(130) eorf Du, t)(1— u)du = 7 (1— et) 


et que par suite cette expression tend, pour £— 0, vers une limite 
finie positive a,. D'autre part, on devra avoir, quelque grand que 
soit q, 

a < 8 t 
(131) Ou, 0) = 8 (0.1) 


d’après la formule de l’itération sphérique. 

Considérons alors une fonction quelconque W'(u, &) satisfaisant 
aux conditions supplémentaires que nous imposons à la solution ®(u, ¢) 
de l’équation (122), c’est-à-dire telle que 


+1 
W(u.t)>o, anf Wu, t)du=1, 
—! 


lim Fu, 4) =0, 
(132) ue 


wae i (1), 
lim | Fu, ‘y= Wu, 0) = D(w)>0 fine 


tad 


+1 
lim Fon f Wa. t)(1—u)du=p,>o. 
1 


\ 120 


En se reportant à la définition de l'itération sphérique on démontre 
assez facilement que si la fonction W'(w, ¢) vérifie ces conditions, il 
en est de même de la fonction 


y, C =) 
nai q 


(RL 
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47 
quel que soit l’entier g. Cherchons si cette dernière fonction tend vers 
une limite quand g augmente indéfiniment. . 


La dernière des relations (132) peut s’écrire 


F ; I—s 1 , 1 - 
pation [ur f Ge t)(1—u)da+ san ONE E 
= 5 12 


Pour une valeur donnée de < le premier de ces termes tend vers 


ie 
anf D(a) (1 — a) du 
| 


quand £ tend vers zéro; le deuxième terme a donc alors une limite que 
nous désignerons par a(z), et l'on a 


ies 
paar f D(a) (1—u) du + 2(8). 


Si l’on fait tendre € 


è 


vers zéro le premier terme du second membre 
augmente en restant inférieur à p, [ car x(£) est nécessairement pesitif 
ou nul]; il tend donc vers une limite que nous désignerons par 


(+1) 
anf Da) (a—u) du; 
— | 


a(2) tend donc également vers une limite x, quand : tend vers zéro, 
et l’on a donc | 


(+1) 
(199) por [ D(a) (t-—u)du + a, 
=H 
avec 
à s DT . ; * 
(134) 2%, == lim lim — d'u.) — 4) du zo, 
t= £=0 l = 


VI—E 


On démontre alors d’une facon analogue que lexpression 


1 1 
anf Wu. dy (1— a)" du 
4 | 


a une limite p, quand ¢ tend vers zéro, et que cette limite a pour 
u x 
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valeur (pour m22) 


+1 CAL 
(139) Pm= lim =f Wa, t)(1— a)" dusan f D(a)(1— uy" du. 
t==6 œi 


Écrivons le développement de la fonction W(u, ¢) en polynomes 
sphériques, sous la forme 


(136) qm Wu, t)=i+...+ (an +i)li (0) ] Pau) +... 


On a 
1 
(137 malt) an f Wu. t)[1— P,(u)]du, 
—1 
et comme 
(158) PP Mb ea) UE 
(2n)! 
= n—1 — = n 
+ (—1) ça pi we: 


il résulte immédiatement des formules (133) et (135) que 


+1 
(139) lim + y, (4) = lim 22 Wu. t)[1— P,(u)}du 
t=ol t=0 & <a 


nicl 
n(n +1) 
= © a+ IT 


2 


Diu)[i— P,(u)]du. 
Or, en partant du développement (136) on obtient comme expression 
de la fonction itérée que nous voulons étudier 


(140) in W,(u, t) =i. ..—+ (27 +1) Li n( 2) Pac) +. 


et la formule précédente montre immédiatement que le terme général 
de cette série, qu’on peut écrire 


(on +i)e i lee [iv ( ) |e Pra). 
tend vers 
(a2 +1) e—%!P, (1) 
avec 
__n(n +1) 


(+1) 
a+ an f. D(u)[i— P,(u)]du 
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quand g augmente indéfiniment. La série neh ba a est de la 


forme (128), et converge si +, n'est pas nul, car alors 


Ss 
indéfiniment avec n [quel que soit D(w)]. Il en résulte | te si % est 


différent de zéro, la fonction y, (u, =) tend vers une limite pour g 
5 * (| 
infini, et que cette limite 


4m @(u, t)—1+...+ (an +i)e-mtP,{u) +..., 
(141) (n+ a 
(ee Ps 2T D(u)[1—P,(u)]du 
CRE ie 
satisfait à l'équation fonctionnelle (122), et en outre aux condi- 
tions (132) comme étant la limite d’une suite de fonctions qui y 
satisfont toutes. 
Ainsi, bien que l’itération indéfinie de fonctions W(u, t) très 
diverses puisse conduire à la même fonction ®(u, ¢), pour aboutir à 
la fonction type Gauss 


(142) 4a F(u, i)=it.+e rm Up, (uw) +... (a=%) 
2 


obtenue dans les Chapitres précédents, on voit qu'il faut que D(w) 
soit identiquement nul, c’est-à-dire que 


lim = W (1e, t)= Wu, 0) =0, (ui). 


t=of 


Comme exemple de fonctions trés différentes. satisfaisant aux 
conditions (132) avec D(w)==0 et x, + o, on peut prendre 


I 


À si 1>u21—at a 
Wu, t)= { 27rat A > 
re) si 1—at>u2>—1 5 
et 
2 lei 
I e al 
Wu, t)= PIERRE a,—=a 
( ) otat PAT (ao ) 
Tee at 


Cette deuxième fonction ayant toutes ses dérivées par rapport à uw 
positives entre —1 et +1, il en est de même de toutes les fonctions 


itérées et par suite de leur limite F(w, ¢); nous retrouvons ainsi par 
Ann. Éc. Norm., (3), XLV. — FÉVRIER 1928. zi 
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une méthode différente cetté propriété de la fonction F établie au 
Chapitre V. 

Si à, est nul il est nécessaire, pour que la série (141) soit conver- 
gente, et par suite pour que Fy (u, 1) ait une limite finie pour g infini, 
que D(u) augmente indéfiniment quand u tend vers 1. Sans insister 
sur les conditions que doit vérifier alors cette fonction, nous étudierons 
seulement l’exemple suivant : 


I I 


D(u) = 


= 3? (æ—=0) 
avec, si l’on veut, - 


1 3 a 
= — Lt pour —ISU<LI— —»s 
hr V2 (1—u)? 2 


I 2 
Et ios ur ee ee 
mer need ae Fu: 


¥(e, t= 


La fonction 4rW, (u, :) tend alors vers la limite 
= q 


(143) 4x b(u, t) 1. (an +1)e—™ P,(u) +... 


1—e tt 


— 
(1— 2ue—*+ et} 

[La sommation de la série sous forme finie s’ebtient en faisant p = 2, 
3 =e dans la formule (55, g) de la page 24.] Cette fonction de. 
probabilité (positive ainsi que toutes ses dérivées par rapport à w) est 
un exemple remarquable de fonction satisfaisant à l’équation fonc- 
tionnelle (122) et en général à toutes les conditions qui déterminent 


la loi de probabilité du mouvement brownien de rotation, sauf à la 
condition 


(144) D(u)= lim ®(u, t) =o. 
i= t 


Cette condition équivaut d’ailleurs, d’après la formule (135), aux 
conditions (‘) 


# 
(145) Pm=0, quel que soit m >, 
rm ne BA ARE RS, it RS LM cen en 


@) 0 suffit même que l’un des pm par exemple pz, soit nul pour que l'on ait D(u)= 0 
et par suite pour que tous les p,, soient nuls pour m2 2. 
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qui sont nécessaires pour qu’on puisse passer de l'équation fonction- 


nelle (122), qui exprime l’équivalence et l’indépendance des rotations 


successives, à l’équation aux dérivées partielles de la diffusion utilisée 
au début de ce travail. « 

Du point de vue physique on peut considérer la condition supplé- 
mentaire (144) ou (145) comme imposée par l'impossibilité d’un 
déplacement infiniment rapide à partir de la position initiale. 

Des considérations analogues à celles que nous avons exposées 
dans ce Chapitre peuvent naturellement être développées dans le cas 
du mouvement brownien de déplacement sur une droite et de la loi 
ordinaire de Gauss sur les erreurs. 


moismilinclic tite lhinsnetée jap 
rosier nb evosbasgsbat'l 36 ere 
aueilivasoteuttih al obs np Hs > 


¥ te 


a ee q eg | fe 


ovenges eave atom ony entlos À ts ah famre ar 


exp ol nab astqqatardabh sus Java inst tee oq ottiqad) 09 270 >= 
iol # sh to stiosd san te! word lnsmarcom gd. 
Wi Re, Bt 4% Pen prising ir ifrre, "| 


; pak ah > "peu it” a gee ied 
a rSy* «ia ? 
, s 
F Her 3 . ‘ ‘ 
4 | 2 tJ oo ass 
+. ‘ em . . : . ’ 
la Ait SSF yim SE 14 rors res le lineite 
~~ 
1.42) ar > t rit s “Tiled Pel ARO i, 
gr -? 
ee ni ma a 


ty 2 i Fo ft. 7 

PRA. 0. D te: vat ét faint À at 

fé 2 # iA ‘a roule 9 x, 2) dé le PME ” fonction a 

Le À Hhilste A TL es ‘ s <.| at 

ps +: MEN Ses SSR (apie s Se, diese DA? er Ak wt ! 

a ER Para ic t+ leserion ati erie à l'ion 
Vs + RMP See gevdrel & iugtos doe coneitrans qui cornet 

à bn ds SMabaiusis A: ROUTCIe6NEt Mtrns k im, 6 LR 

' ] Gwe? ta 
+0) eae. id : Sin, 210 A > 


ds MR SL 
er Rew Coe Cohiveus ¢'aitours, d' 


a 
J e » né x , t Ory i s + D: 
céediassies < "à | Pee ee CES 


(242 Z & 
l . ~~ on 1 RL ; Bats 
(ts Gee. = ee MU ee 
G a oe we Dien, ee TR By, eet We ie” was Sax oi n'ai 
POUPEE POE lé, ba | pu 
. ne | 
… Ÿ \ 
P 4 five : c 


LE PROBLÈME DE PLATEAU 


Par M. RENÉ GARNIER 


INTRODUCTION. 


Ce Mémoire a pour objet Ia résolution du problème de Plateau pour 
les contours polygonaux, et, plus généralement, pour les contours 
continus, pourvus d’un nombre fini de points anguleux et possédant 
entre deux quelconques de leurs points (non séparés par un point 
anguleux) une cou: bure moyenne bornée. La méthode adoptée permet, 
de plus, de traiter les problèmes analogues du type de Schwarz et du 
type mixte. Avant d’en exposer les lignes générales, j'en indiquerai 
rapidement l'origine. 


4. Dans ses Leçons sur la Théorie générale des surfaces, G. Darboux, 
après avoir énoncé le problème de Plateau, s’exprime de la manière 
suivante ('): 


« L’Analyse n’a pu, jusqu'ici, imaginer aucune méthode générale 
permettant de commencer l'étude de cette belle question. Toutefois, 
dans le cas particulièrement intéressant où le contour est formé de 
lignes droites et dans celui où quelques-unes des portions de ce con- 
tour sont remplacées par des plans que la surface doit couper norma- 
lement (7), les propositions que nous avons fait connaître relativement 
aux diverses représentations conformes de la surface ont permis de 


(4) Tome J, 2° édition, Paris 1914, p. 490. 
(2) Nous aistguérans cette seconde sorte de contour sous le nom de contour Le 


Schwarz. 
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préparer la solution du problème, et même de le résoudre d’une manière 
complète pour certaines formes simples du contour. Les principaux 
résultats acquis à la Science dans cet ordre de recherches sont dus à 
Riemann, à M. Weierstrass et à M. Schwarz. » 


Les travaux de Riemann et de Schwarz sont basés sur la représen- 
tation conforme; ils résolvent certains cas particuliers avec une grande 
élégance; quant à Weierstrass, il n’a publié de sa méthode qu’une 
esquisse très courte ('); nous en reproduirons l'essentiel, car elle 
constitue, en fait, l’origine de ce Mémoire. 

L'illustre géomètre représente la surface, minima cherchée par des 
équations de la forme 


X= a fi(G*— 1) dr, Y=a{ (G:+1)dz, Z= af 2G de, 


où G(x) et H(x) sont deux fonctions monogènes analytiques qui 
devront être choisies de manière que le segment de surface minima 
cherché = et le contour aient pour images respectives le demi-plan 
R(ix)<o et l'axe réel. Weierstrass écarte d’ailleurs le cas d’un con- 
tour continu, et il remarque que, dans le cas d’un contour polygonal, 
G(æ)etH(x) satisfont à une équation différentielle linéaire du second 
ordre (E), à coefficients rationnels; puis il ajoute : 


« Die in dieser Differential-Gleichung vorkommenden Constanten, 
sowie diejenigen, welche durch die Integration eingeführt werden, 
hängen ab von den Richtungen und den Längen der einzelnen Strecken, 
aus denen die Begrenzung besteht. Im Allgemeinen erfordert die 
Bestimmung dieser Constanten die Lüsung transcendenter Glei- 
chungen.... » 


Ce programme de recherches, G. Darboux en a précisé le début (*), 


(') Monatsberichte der Künigl. Akad. der Wiss. zu Berlin, 20 décembre 1866, 
p. 855; Werke, t. 3, p. 219-220. 

(*) La première édition du Tome I de la Théorie des Surfaces date de 1887; or, de 
son côté, Weierstrass s'était proposé de développer les idées contenues dans sa Note de 
décembre 1866; ses résultats ont été rédigés par Schwarz, d’après un manuscrit inédit 
ne contenant que des formules; ils ont été publiés en 1903 seulement dans le Tome II 
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et, à la fin du beau Chapitre qu'il lui a consacré ('), il a insisté sur la 
nature des difficultés à surmonter : les équations transcendantes 
forment deux systèmes, celles du premier système exprimant que 
l'équation (E) admet un groupe donné. On reconnait là le problème de 
Riemann et l'on prévoit l'importance de ce problème pour la solution du 
problème de Plateau. Or, récemment, j'ai fait connaitre une méthode 
nouvelle pour résoudre le probleme de Riemann (?); c’est précisément 
en étendant cette méthode que j’ai pu résoudre aussi le second système 
des équations transcendantes de Weierstrass. | 

Le problème de Plateau ainsi résolu pour les polygones (et, plus 
généralement, pour les contours de Schwarz et les contours mixtes), 
j'ai pu passer à la limite et le résoudre pour les contours continus 
énoncés au début; à cet effet, j’ai utilisé la méthode, toute différente 
de la première, par laquelle M. Birkhoff résout de son côté le problème 
de Riemann. D'ailleurs, la solution du problème de Plateau se trouvant 
définie par les formules de Weierstrass, son analyticité est établie par 
le fait mème. 

Résumons maintenant la méthode générale et les résultats princi- 
paux de ce Mémoire (*). 


2. Les n° 6-9 rappellent les propriétés fondamentales de l’équa- 


des Werke (p. 221-238). D'autre part, on doit ajouter que dans un Chapitre complé- 
mentaire (Théorie des Surfaces, t. I, 2° édition, Livre IH, Chap. XIV), G. Darboux 
a développé de brillantes applications de la méthode de Weierstrass. 

(1) Théorie des Surfaces, t. 1, 2° édition, Livre IL, Chap. XIII. 

(2) Ann. Sc. Ec. Norm. sup., 3° série, t. 43, 1926, p. 177-307. Désormais ce Mémoire 
sera désigné par [R]. ee 

(3) Au sujet du problème de Plateau proprement dit, on doit signaler encore d’im- 
portants résultats qui procèdent des travaux de M. Lebesgue. Citons notamment les 
recherches de M. S. Bernstein et un Mémoire tout récent de M. Haar (Math. Ann, 
t. 97, 1926, p. 124), où l’on trouvera un historique et une bibliographie des recherches 
effectuées dans cette voie. M. Haar utilise les méthodes nouvelles du Calcul des 
Variations et, notamment, les suites minimisantes de M. Hilbert. Il résout ainsi Je 
problème de Plateau moyennant cette restriction : il doit exister un plan P tel que 
tout plan variable coupant en trois points le contour donné fasse avec P un angle de 
tangente bornée supériewrement. Citons encore la méthode de M. Müntz qui poppet le 
probléme pour des contours différant infiniment peu d’un contour plan (Journ. fiir r. 


und angew. Math., t. 139, 1911, p. 52). 
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tion (E) et en précisent la forme générale sous les hypothèses sui- 
vantes : (E) ne possède aucun point effectivement: singulier hors de 
l’axe réel, ni aucun point irrégulier; les n + 3 sommets du contour 
polygonal P, sont à distance finie et la surface ne se recouvre en aucun 
de ces points. Il est naturel d'adopter ces conventions dans une pre- 
mière étude du problème de Plateau; mais la méthode s’appliquerait 
à des hypothèses plus générales. En particulier, il est facile de traiter 
le cas des sommets infiniment lointains; nous indiquerons plus loin 
l'intérêt de cette généralisation (n° 4 et 25). 

Les hypothèses précédentes montrent que dans le problème de 
Plateau et dans le problème de Schwarz proprement dit, l'équation (E) 
possède en dehors de ses singularités réelles ¢,, ...,1,,,, images des 
sommets du contour, n — 1 points apparemment singuliers au plus ('); 
(E) coincide donc avec l'équation (E, ) de notre Mémoire précédent [R |, 
dans laquelle l’un des points apparemment singuliers À; se serait con- 
fondu avec une singularité effective, soit ¢,. Interprétons alors au point 
de vue actuel les résultats de [R] : on sait que si le groupe de mono- 
dromie (G) de (E) est donné, les coefficients de (E) sont rationnels 


= dz; . . P : 
par rapport aux 3, et aux =, les 3; constituant une intégrale bien 
i 


déterminée d’un système différentiel (g,, G,); actuellement, fixer le 
groupe (G)revient à écrire que les côtés deP, ont des directions données (?). 
Résoudre le problème de Plateau (®,) pour P, revient donc à déterminer les 
t; (réels) et à choisir les intégrales G, H de (E) de manière que les côtés 
de P, aient des longueurs données. Mais la méthode par laquelle le pro- 
blème de Riemann est résolu dans [R ] repose précisément sur l’étude 
des propriétés analytiques des intégrales 3,(4,, ..., t,) de (2,, G,) : on 
prévoit donc l'importance de cette méthode pour la résolution des 
équations aux longueurs des côtés, A,A,,, de P,. Ces équations 
s’écrivent 


MA = f [IG æ)] + | Ww) |] de, 


(1) La limite est plus élevée pour le problème mixte où les données comprennent 
des segments rectilignes que la surface doit contenir et des plans qu’elle doit couper 
normalement. 


(2) Pour abréger, nous énoncons les résultats dans le problème de Plateau, 
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avec G(r) = ag(x), H(x) = bh(x), g et h étant deux intégrales cano- 
niques pour le point &, de premiers coefficients égaux à 1. Je cal- 
cule b : a(n® 12) et je montre (n° 13 à 18) que 6 : a est une fonction 
holomorphe det,, ...,1, (supposés distincts), alors même qu'au point 
envisagé on aurait 3, —0 ou 3,== | valeurs singulières des coeffi- 
cients du système (g,, G,)]. A cet effet, j'ai établi que les intégrales 
de (g,, G,) possèdent deux séries distinctes de pôles du premier ordre; 
ceux de la première série sont des points réguliers, et les autres des 
pôles du second ordre des intégrales du système (A) de M. Schlesinger, 
associé à (g,, G,). Or, à une équation (E) correspondent deux systèmes 
linéaires canoniques (n° 13); la considération de ces deux systèmes 
fournit une transformation automorphe de (A) qui substitue à une 
intégrale de (A) méromorphe en (¢,, ...,¢,) une autre intégrale holo- 
morphe en ce point (n° 16). 

Le rapport D : a étant connu, on déduit des équations aux longueurs 
les combinaisons A;A;,,:A,,,AÀ,,, —c;(j—2,...,n);jointes à l’équa- 
tion A; — 1, (ou =, — 0), elles forment un système (&) de n équations; 
leur résolution détermine le segment de surface minima à une homo- 
thétie près, la surface étant complètement précisée par la connaissance 
de a, c’est-à-dire de l’une quelconque des longueurs A;A4.,,. 


. 3. Pour résoudre les équations (&), il est nécessaire d’étudier leurs 
premiers membres lorsque plusieurs points 4,, soit tj, list, ...,1,, 
(= 0), deviennent très voisins :. nous dirons qu’alors il y a un 
pseudo-choc. Cette discussion fait l’objet de la deuxième Partie de ce Tra- 
vail; elle constitue une généralisation (restreinte au domaine réel) des 
2°, 3°, 4° Parties de notre Mémoire [R]; car notre étude antérieure 
avait précisément pour objet l'analyse d’un pseudo-choc binaire. Or, 
pour étudier le pseudo-choc de r +2 — x points je substitue à (g,,G,) 
le système (A) de M. Schlesinger, et je fais dans ce système la trans- 
formation t, = ¢,t;(h=i, ..., n +1); puis, supposant, par exemple, 
les », et les t, constants (#—1,...,i—1,n+2,n+3), j'étudie le 
nouveau système par la méthode que j'ai développée dans [R] pour 
(gn G,); d’ailleurs, actuellement, on peut se borner a l'étude des 
caractéristiques de deuxiéme espéce; je les construis encore par 
approximations successives, la notation des matrices simplifiant 


* Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — FévRiER 1928, 8 
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notablement les calculs (n° 19) et la démonstration de convergence 
(n° 20)('). Puis, procédant par récurrence comme dans [R], je 
montre qu’il n’existe pas d’autre représentation possible (au moins 
dans le cas réel, qui est celui du problème de Plateau) que celle des 
caractéristiques précédentes (n° 21) : dans le cas d'un pseudo-choc 


entre ti, ..., try, les intégrales de (A) sont hee wae par des fonc- 
tions holomorphes de t;,, t;* multipliées par t;*(¢ = +1 ou zéro, :s expo- 
sant positif <1). 


Cela étant, il est possible d’étudier, dans le cas d’un pseudo-choc 
multiple l’allure des coefficients de l’équation linéaire attachée au 
problème de Plateau (n° 22). Utilisant alors un théorème classique de 
M.H. von Koch, qui établit la convergence uniforme des séries représen- 
tant les intégrales de (E) dans une couronne située entre les 4, (voi- 
sins) et les ¢, (restants), j'obtiens (n° 23-24) le résultat essentiel que 
voici (et qui exclut les pseudo-chocs) : 

Lorsque t;,...,1,, t,,,(— 0) sont infiniment voisins, il en est de même 
des sommets A;, ..., Ans Ani, du polygone P,, et l’on a 


Cn = An AGE : A ASS all À | t, ts), 


f étant une fonction de t;, ti holomorphe pour |1;| assez petit, et M un 
entier positif ou nul; on a d’ailleurs rs = V, V CR la détermi- 


—— 
nation comprise entre o et x de l’angle Ach, À Aude, des deux 
côtés finis de P, contigus aux côtés infiniment petits. 


4. La troisième Partie est consacrée à la résolution proprement dite 
du problème de Plateau ct de ses généralisations. Attribuons aux 
seconds membres c,, ..., c,_, de (&) des valeurs fixes et donnons ac, 
une valeur infiniment petite; j'ai montré dans [R] que pour ¢,,,;— t, 
infiniment petit les 3;(7 An, n +1) ont pour limites les intégrales 
d’un système (g,_,, G,-,): ce système est précisément associé au poly- 
gone P,,_,, limite de P, pour 4,,, —t,. Dès lors, on connaît la nature 
Fr des premiers membres des équations (&) pour t 


n+1 tn 


infiniment petit, et l’on saura résoudre (@,) pour c, infiniment petit si l’on 


(1) Les résultats obtenus peuvent s'étendre aux systèmes de M. Schlesinger répon- 
dant à un système linéaire d'ordre quelconque (> 2). 
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sait résoudre (£,,_,) (n° 26); d'ailleurs la résolution du problème de 
Plateau pour le quadrilatère est une conséquence facile de [R], [n°25]. 
En définitive, on voit réapparaitre la méthode de récurrence dont 
M. Émile Picard a signalé l'importance pour des problèmes ana- 
logues (*). : 

Ce point acquis, tout reviendra à prolonger la solution précédente 
quand on fera croître c, de zéro à la valeur donnée, soit c9. Or, si l on 
prend, par exemple, 


Ge TPE $n big es Oe lnt2—=1, 


le point (¢,, ..., t,) se déplacera quand c, variera dans une « pyra- 
mide » (II) d’un espace réel S, Appelons (II’) le domaine intérieur 
à (Il) et tel que les |#—1;] y soient bornés inférieurement; 
dans (IF) les z; sont méromorphes, et par suite, d’après la première 
Partie, les premiers membres de (&) y sont holomorphes. Grâce au 
lemme de Borel-Lebesgue on peut donc établir (n°27), que le prelon- 
gement de notre solution ne possède aucune singularité non algé- 
brique, pourvu que (£,, ..., t,) reste dans (II’). A priori, l'existence 
possible d’un pseudo-choc constituait la difficulté principale du pro- 
longement de la solution; cette hypothèse ayant été exclue, le prolon- 
gement ne saurait se heurter qu’à des singularités algébriques. 

Mais on doit exclure également cette dernière éventualité ; et c’est 
la encore un fait essentiel; car si le déterminant fonctionnel de (&) 
s’annulait dans (II’), pour c,—c’, on ne serait pas assuré de la réalité 
de t; au delà dec’; le prolongement de la solution deviendrait donc 
incertain. Or, admettons l'existence de la singularité c’; pour c, — c’ 
infiniment petit (<o), il existera deux surfaces minima infiniment 
voisines, passant par le polygone P, correspondant à c,; d'après la 
condition de Jacobi-Schwarz, l’équation 


(u?+ v2+ 1) A + 8w — 0 


devrait posséder sur la sphère une solution non identiquement nulle 


(1) Traité d'Analyse, t. I, 3° édition, Paris 1926, p. 556, 561, 580. Rappelons que 
nous avons employé deux fois la méthode dans [R] (3°, 5° Parties), ainsi que dans la 
deuxième Partie du Mémoire actuel. 
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s’annulant sur la représentation sphérique de P,, ce qui est impos- 
sible (n° 28). 

Ainsi, dans la série des surfaces minima passant par P,, il ne peut y 
avoir bifurcation qu’au départ, pour un côté A,A,,, infiniment petit; 
et ce fait arrivera quand le point 4; du n°2 tendra vers ¢, (ou 4,., infi- 
niment voisin de ¢,). On peut, d’ailleurs, relier deux surfaces minima 
appartenant à deux séries distinctes par une suite continue de défor- 
mations où le polygone a perdu un sommet à distance finie pour en 
acquérir un nouveau à l'infini (n° 25). 

A la fin de la troisième Partie (n° 29), je forme les équations qui 
remplacent (&) pour la solution du problème de Schwarz ou du pro- 
blème mixte. 


La quatrième Partie a pour objet l'extension des résultats précé- 
dents aux contours continus €; pour la briéveté de l’exposition je me 
suis borné aux contours de Plateau; mais les résultats s’adapteraient 
aisément aux contours de Schwarz et aux contours mixtes. 

La méthode repose essentiellement sur la comparaison des solu- 
tions des problèmes de Plateau ®,, @,., relatifs à deux polygones P,, 
P,.,, inscrits dans la courbe €, P,,, admettant les n +3 sommets 
de P,et, en outre, un sommet supplémentaire. Ce résultat obtenu, on 
peut établir facilement (n°37) que LS surfaces minima successives 
passant par des polygones inscrits à € et dont le nombre des côtés est 
indéfiniment doublé (par exemple) tendent uniformément, à l’intérieur 
de C, vers une surface limite. 

Or, pour comparer les solutions des problèmes Lys Lux la méthode 
de résolution du problème de Riemann(«R)}, qui a été utilisée jusqu'ici, 
devient inapplicable; il faut adopter une méthode permettant l'étude de 
la continuité des solutions par rapport aux données. Mais, à ce point de 
vue, il ya lieu de transformer l’énoncé du problème (&R) de la manière 
suivante (comme l’a fait Riemann lui-même pour le cas hypergéomé- 
trique ) : 

Trouver deux matrices de fonctions, D(æ), W(x), holomorphes, 
la première à l'intérieur d’un contour continu (') C reliant les ¢;, la 


(1) Dans le cas du problème de Plateau, on peut toujours supposer, moyennant 
une substitution linéaire, préalable sur +, que le contour C est un cercle. 


AN ANRT 
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seconde à l’extérieur de C (sauf peut-être à l'infini) et liées le long 
de C par l’équation (') 

(B) d:AW, 

où À désigne une matrice à éléments constants le long de C et subis- 
sant des discontinuités brusques aux points ¢;. A la matrice précé- 
dente A, substituons une matrice continue et l’on aura défini le 
problème de Riemann généralisé (H). 

Or, actuellement, on dispose de deux méthodes pour résoudre les 
problèmes (®), à énoncé transformé, et (H); ces méthodes sont 
fondées sur une propriété classique de l'intégrale de Cauchy; elles 
ramènent d’ailleurs la solution de (®) à celie d’un problème (H) pré- 
liminaire. 

L'une de ces méthodes est due à M. Hilbert (*), qui, le premier, 
s’est posé le problème (H) aux données continues; elle a été sim- 
plifiée ensuite par M. Plemelj (*); elle ramène le problème à la solu- 
tion d’une équation de Fredholm. 

Par sa simplicité, la seconde méthode, due à M. G.-D. Birkhoff (*) 
se prétait naturellement à la comparaison que nous avions en vue; 
au n° 30, nous en rappelons brièvement les traits fondamentaux. 
L'application de la méthode soulevait d’ailleurs une difficulté que je 
résumerai rapidement. Pour rapprocher les solutions de ®,., de celles 
de #,, il fallait étudier au préalable la résolution d’une équation fonc- 
tionnelle (B) où A est remplacé par 1+ ¢(2), | étant la matrice-unité 
et <(x) une matrice dont les éléments sont sur C de l’ordre de gran- 
deur de la quantité arbitrairement petite & = n ‘. Or, les solutions 
de (B) n'admettent pas la continuité d'ordre sero; par contre, 
si l’on suppose que Dz==[<(x) — ¢(&)] : (æ — €) reste borné sur C, 
il est facile de voir que l'équation (B) (où A—I+:) possède une 
solution (®, YU) telle que les éléments de D — I(ou de W — 1) restent 
uniformément petits en module, à l’intérieur (ou à l'extérieur) 
de C et sur C. Mais précisément, dans l'application au problème de 


(1) Le signe : indique l'égalité de deux matrices. 

(2) Nachr. d. kénigl. Gesellsch. d. Wiss. zu Gottingen, math.-phys. Klasse, 1905, 
p- 307. 

(5) Monatshefte für Math. und Phys., t. 19, 1908, p. 211. 

(+) Proceed. of the Americ. Acad. of Arts and Sc., vol. 49, 1913, p. 521. 
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Plateau, l'hypothèse faite sur De doit étre rejetée : il faut supposer que 
les éléments de De prennent des valeurs de l’ordre de n‘(k>0) le 
long de n+ 3 arcs de C (dont la somme des longueurs est d’ailleurs 
infiniment petite avec a). Le théorème de continuité formulé plus haut 
reste encore exact (n° 32), mais la circofstance qu’on vient de signaler 
nécessite une discussion plus approfondie de l’équation fonctionnelle 
précédente (n° 34) et complique à diverses reprises l'analyse ulté- 
rieure (n° 33 à 36). 

Indépendamment de la résolution du problème de Plateau, les résul- 
tats de la discussion précédente entrainent d’autres conséquences que 
je résumerai en quelques mots : la possibilité d'étendre la méthode de 
M. Birkhoff à des données continues (et de lipschitziens bornés); des 
théorèmes de continuité sur les solutions de deux problèmes H, à données 
voisines A’, A” (c’est-à-dire telles que les éléments de A’ — A” et 
D(A’ — A”) restent petits le long de €); des théorèmes analogues sur les 
solutions de deux problèmes voisins (H) et(R); ainsi se trouve justifiée, 
notamment, la conception du probléme continu (H) comme forme- 
limite du problème (R) aux données discontinues. Ces résultats, et 
d’autres encore quicomportent une application importante aux systémes 
de M. Schlesinger, feront l’objet d’une publication ultérieure (*). 


PREMIÈRE PARTIE 


ÉTUDE DU SYSTÈME (&) A L'INTÉRIEUR DE (II ) 


6. Les substitutions linéaires fondamentales. — Soit S la surface 
minima définie par les formules de Weierstrass 


(1) X = f i(G— Hyde, Yaa f (G*+ 0) de, 2=@ f iGH de, 


(1) Les principaux résultats de ce Mémoire ont été résumés en deux Notes des 
Comptes rendus, t. 183, 1926; p. 1012 et 1250. 
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où G et H désignent deux fonctions monogènes analytiques de la 
variable complexe x; représentons d’une manière générale par wu, la 
quantité imaginaire conjuguée du nombre complexe uw; les cosinus 
directeurs X, Y, Z de la normale à S seront donnés par les formules 


= “ya se ” 4 At Z oi I 
— (GH,+ HG) i(GH,— HG) GG,— HH, GG,—+ Hl,’ 


De (1) et (2), on déduit aisément l'expression des deux formes quadra- 
tiques fondamentales de la surface 


(3) S dX?= (GG, + HH,)? dx day, 
— SdX dX = i(GH'— HG’) dx*— i(G,H’, — H,G,) dx. 
Or, effectuons sur G et H la transformation linéaire, à coefficients 
constants | 


(4) G,—aG-+ dH, H,=cG-+ dH, 


et sur G,, H, la transformation (4), à coefficients a,, b,, co, do, con- 
jugués des premiers. Pour que la forme d’Hermite GG, + HH, soit 
conservée par la transformation, il faut et il suffit que l’on ait 


(5) c=—eh, == 8A, aa, + bb,=1 (fej=7)3 


il viendra donc ad — bc = ¢; laforme(3). ne pourra étre invariante (au 
signe près) que pour ¢ = +1; s’il en est ainsi, la surface minima 
définie par G, et H, sera superposable à la première (à une symétrie 
plane près). D'ailleurs, les transformations (4), (5), avec e—1 
forment un groupe continu contenant l'identité; elles définissent 
donc un déplacement, tandis que les transformations répondant 
à e— — 1 sont le produit d’un déplacement et de la symétrie plane 


a=i=—d, P= O22 C ou Z,=— Z-+ const. 


Le déplacement précédent est le produit d’une rotation par une 
translation; il est facile de déterminer en fonction de a et b la gran- 
deur de + de cette rotation et la direction de son axe A. En effet, 
soit Z la sphère de centre o et de rayon 1 à laquelle appartient le 
point (X, YA représentons cette sphère sur un second plan com- 
C x 
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plexe t en posant ea and 
Sr Étant 


1+Z 
On trouve aussitôt 
TE te 
Or, après la transformation (4), Z a effectué une rotation d’ampli- 
tude 9 autour d’un axe parallèle à A; mais <a subi alors une substi- 
tution linéaire de déterminant <, du type elliptique, et, si l'on pose 
a=À+ip,. b= priv (pour ¢=+ 1), 


(6) a—=p—ià, bD—=— y —ip (pour e ——1), 


on aura, par des formules classiques, 


— sin ? cos sind 
p= sin-Tcosÿ sin Ÿ, 


- 


— sin + cos cosy, 
(7) 
pres PRIT 
2 
9 


À =cos!t; 
2 


6 et Ÿ étant la latitude et la longitude (comptée à partir de ZOX) del 
trace sphérique de l'axe (orienté) parallèle à A. On remarquera que si 
l'on augmente 9 de 27, les coefficients a, b, c, d de (4) seront rem- 
placés par — a, — b, — c, — d respectivement. 

Rappelons encore que dans tous les cas, la forme réduite de la 


‘ b S : 
matrice (¢ “4 est du type re "we avec S,S,— €. En effet, il ne pour- 


rait en être autrement que si l'équation en S de la matrice avait une 
racine double; or cette équation s’écrit 


S'— 21S +1=0 ou S*+ 27AS —1=0, 


selon que ¢=-+1 ou —1; pour que l’équation en S ait une racine 
double, il faut done que 4? = 1, d'où p?-+ v?+ p?=0; b et c sont 
donc nuls. | 


eh Pos ere 
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7. L’équation linéaire (E*). — Cela étant, proposons-nous de déter- 
miner les fonctions G(æ) et H(æ) de manière que la surface S corres- 
pondante passe par un contour simple €, formé de segments recti- 
lignes D; donnés et de courbes y; à construire dans des plans II; que S 
devra couper orthogonalement ; en outre à l’intérieur de €, S ne devra 
posséder aucune singularité. 

Ainsi posé, le problème est d'une grande indétermination, car les 
fonctions G(r) et H(x) qui répondent à une même surface S ne sont 
définies qu’à une transformation ponctuelle près; pour préciser le 
problème, nous nous proposerons de choisir G et H de manière que 
les formules (1) fournissent une représentation conforme du segment — 
de S intérieur à € sur le demi-plan complexe R(ir)<o, soit 120, 
avec x =£-+ 1%; l’ensemble des lignes D; et y; sera donc repré- 
senté sur l’axe réel. 

Or considérons l'équation 


by d 3° dy yea 
Se ) Le + OMe) a + ge) y= 0, 


qui admet pour intégrales G(x) et H(x); il résulte du n° 6 que les 

coefficients p(x) et q(x) sont indépendants du choix des axes de 

coordonnées; nous allons montrer qu’ils sont réels sur l'axe réel OË. 
Effectivement, si le segment &’£” de OË est l’image d’une portion 

rectiligne D; de €, dirigeons OY parallèlement à D; et écrivons que 

sur £’2” on a dZ — 0 = Y; d’après (1) et (2) il viendra, sur £’£", 

Giles G, HACC ES CHE 
d’où l’on tire 


(8) | F2, 1 A ou Gr is, = Ah, 


g et À désignant ici, comme plus loin, des fonctions de x réelles sur 


l'axe réel ('). Si £'£" est l’image d'une courbe plane y,;, prenons OX 
. ; . A . ; rrr 
perpendiculaire au plan Il; de la courbe y; et écrivons que sur ¢’¢” on 


yi, ie = Tv 
(1) On vérifiera aisément que moyennant une symétrie par rapport à OZ C Ss =, >= n) 
le second cas se ramène au premier. Il en est de même pour (9). 
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a dX =o =X; il viendra, d’après (1) et (2), 
G:—Ik=G?:—12, Gil, + HG,=o. 


soit, le long de £'2”, 


(9) G=ig, H=h ou G=g, H=th. 


Or, si l'on exprime p et g en fonction de G, H, G’, H’, les formules.(8) 
et (9) montrent aussitôt que p et q sont réels sur &’£”. 

Les formules (8) et (9) entrainent une autre conséquence, d'une 
importance capitale pour notre problème : d’après le principe de 
symétrie de Schwarz, appliqué à g et A, la surface admet he IT;) 
comme axe (ou plan) de symétrie. 

Montrons maintenant que, hors de l’axe réel, (E*) admet tout au plus 
des points apparemment singuliers. En effet, soit A; un point singulier 
de (E*) situé au-dessus de OË; S ne devant A far aucune singu- 
larité en dehors de €, A; est un point régulier, et ses exposants sont 
égaux respectivement à des moitiés d’entiers (de même parité). Je dis 
que À; ne saurait être une singularité logarithmique : car, dans le cas 


contraire, on aurait (au facteur ya — À; près) 


G(x)=ag(x) + b[9(x) Log(æ — À) + L(x)], 
H(xr)=co(x) + d[o(x) Log (x —2;) + Y(æ)]. 


+ et ) étant holomorphes au point 2;. Or, on vérifie aisément que les 
intégrales 


af F(x) Log (x — 2,)'de (m=1 ou 2). 


ou F(x) est holomorphe au point À; ne sauraient être uniformes 
autour de 7; que si F(x)=0o. La Srface S ne devant posséder aucune 
singularité à l’intérieur de €, le résultat précédent appliqué à X et Y 
dans (1) donne b? + d° = 0, DUAL = 0 = d; ainsi G : H serait constant, 
et d’après (2) S se réduirait à un plan, cas qu'il est loisible d’exclure : 
le point A; est donc apparemment singulier. 

D'autre part, en vertu du principe de symétrie, les singularités 
de (E*) situées au-dessous de Ow ne peuvent être, non plus, que des 
points apparemment singuliers. 
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Observons à ce propos que si À;est un point apparemment singulier 
d'ordre (')u.,Saura au pointcorrespondant M; un contact d’ordreu +1 


avec son plan tangent; M; sera donc un point méplat de S (point de 
ramification de G. Darboux). 


8. Expression des exposants. — Étudions maintenant les singularités 


réelles de (E*) : nous nous imposerons d’abord les conditions 
suivantes : 


A. Sur l’axe réel, (E*) n’admet aucun point irrégulier; 
B. Les sommets A, du contour € sont à distance finie. 


Soient alors a, et 3,24, les exposants d’un point singulier réel ¢;; 
on aura, d’après (B), 2a,+ 1 > 0, et, en vertu de (1), les axes OXYZ 
ayant des directions quelconques, on pourra écrire dans le voisinage 


de t,, | 
K—Xy =a [A], ) Y= Yea [PS 
(10) 0 Rapti ne LE 
VO? EU A et 
Ed 24 +1 € 


a, b, c étant trois constantes. Donnons à x — ¢, des valeurs infiniment 
petites, positives d’abord, puis négatives; il résulte de (10) que le 
point de S correspondant a 4, est nécessairement un sommet, soit A,, 
du contour. | 
Or, en tout point M du contour, d'image £ dans le plan +, on peut 
définir une demi-normale à S par la condition suivante : lorsque x 
décrit une demi-circonférence de centre €, de rayon infiniment petit, 
dans le demi-plan n >o et suivant le sens direct, le point M, des, 
d'image +, tournera autour de la demi-normale dans le sens direct; et 
si M est un sommet A, de €, l’amplitude de la rotation du vecteur MM, 
‘autour de Ja demi-normale définira l'angle V, du contour € en A,. 
Cela étant, la succession de deux symétries d’abord autour de la 
droite D ou du plan II.contenant A,_, A;, puis autour de la droite D ou 
du plan II contenant A,A,,, équivaut, pour 4, 1, <,,, à une rota- 
tion Ri, de 2(r — V,) autour de la demi-normale en A, (si A, est de 


(1) Voir [R], note (2) de la page 295. 
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première espèce) ('), et à une rotation Rj, de 7 — 2V, suivie d'une 
symétrie ponctuelle (si A; est de deuxième espèce )." 

Ainsi, d’après le théorème de symétrie du n° 7, un circuit décrit 
de x autour de t, dans le sens direct, en passant par le symétrique 
de x relativement à OË, entraine sur G et H une transformation (4) de 
déterminant égal à +1 où — 1 suivant que A, est de première ou de 
deuxième espèce : en d’autres termes, les substitutions du groupe de 
monodromie de (E*), images des rotations précitées, sont, toutes, de la 
forme (4). 

Une première conséquence en résulte aussitôt : si la différence 3, — %; 
est un entier, le point x = t, ne saurait être logarithmique, sinon la forme 


, . . a oO . , 
réduite de S, serait (° oi avec c><o contrairement au résultat 


établi à la fin du n° 6: en particulier, on a donc nécessairement 
Bi. Ary soit B> Os. 

Or, moyennant une rotation des axes OXYZ, c'est-à-dire moyennant 
une substitution (4), on peut toujours supposer que l'intégrale H(z) 
En: : \ st . . is . 
de (E*) figurant dans (1) est canonique pour le point ¢, et appartient 

à l’exposant 3,; les formules (10) seront alors remplacées par 


‘ ia Cr ALT £ alixr — Lt 
Rize ae ey be 5 — AT eT AR IBS 
(11) 2 qe ol Dap I 
Tuéasiaf ai ab(x — by)%rBer 
a hy — WN ° ——— 
) ag + Br +1 ; 


la constante a pouvant être supposée positive (moyennantune rotation 
de OXYZ autour de OZ) : il en résulte aussitôt que langle V, défini 
précédemment est égal à (24,4 1)7. 

Évaluons maintenant 8.. Les racines de l'équation en S relatives 
à S, sont e°** et er; d'après les formes obtenues pour cette équa- 
tion (n° 6), on a donc 4,+ 3, = M, ou M,+ = (M, entier), selon 


que A, est de première ou de deuxième espéce. Imposons-nous encore 
la condition suivante : 


C;. L’angle V, est inférieur à 27 ou * selon que À, est de première 


(1) Avec G. Darboux, nous dirons que Ax est de deuxième espèce s’il est commun 
à une droite D et à un plan Il; il sera de première espèce dans le cas contraire. 


LE PROBLÈME DE PLATEAU. 69 


ry 


ou deuxième espèce : en d’autres termes, la surface ne se recouvre 
pas elle-méme en A, (*). On déduit aussitôt de là, pour un sommet de 
première espèce, 
Vi I We 

Oy es ee 
MMS: ata 


(12) eS 


1 
2 27 


my, étant un entier 20 sioV,<ret21sir< V,<27:;et pour un 
sommet de deuxième espèce 


>, : Vie 
(13) “pos — - + —y, Bad nie 
2 PAT. 


, . . Tw ».T 
m, étant un entier 20 sio CV, < ECOLE = ¥,< Tt: 


Déterminons maintenant la substitution S,. Si l’on connait la direc- 
tion (0,, Ÿ,) de l’axe de la rotation R, ou R; (dirigée suivant notre 
demi-normale) et amplitude 9, de cette rotation, les formules (6), (7) 
déterminent les coeflicients de S,, à une multiplication près par — 1 


(1) Les conditions B et Cy entrainent la suivante : du sommet Ax ne part aucune 
ligne double de S intérieure à €. En effet, d’après (1), on peut écrire au voisinage 
de tx, en négligeant des facteurs positifs et des constantes additives : 

X=—7r2%ltisin(24r+ 1)0, 
Y = r%ticos(2ax+1)0, 
Z = r%+Bitt sin[ (2x+ Bx+1)0 + 69] 
do 
a air ier Gat 
ax + Bp+1 
l'existence d’une ligne double entraîne l'existence de deux angles À et }' compris 
CELL 
opt Bet apt Bp+ 6 


(avec x = re). On ao < 2%,-+1< 2. D'autre part, si l’on pose 0 = } — 


entre + fr, et tels que 


2h 2h +1)r 
WF = ERP ES, 
244-1 apt Bets 
h et h' étant entiers. Posons 
oh = U, 2k+1=v, 24k+1= M, ax+ Beti1=xn(>m); 
. 4 + gp: ss ma a \ | 4 de 20, 
le point (u,v) devra être compris à l’intérieur du triangle de sommets ( 0, ee} 3 


(>. ci + on). (™, Be + n). Mais pour 0 << m< 2 le triangle ne contient aucun 
ge T 


point dont l'abscisse soit un entier pair. 
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(n°6, ad fin.); levons l’ambiguité de signe. D'après (12) et La les 
racines de l'équation en S de la transformation .S, sont — e* * ou 
— er et er", selon que A, est de première ou de deuxième espèce; 
d’après (7) on aura donc dans le premier cas 


Pe PUS cos Ve. soil + 9, 2(n — Vi) + 4KT, 
2 | 


et dans le second cas 


cos —sinVu soit gum —2Vi+4KT, 

2, 

K étant un entier. Mais, d'après l’expression précédemment obtenue 
pour l'amplitude 9,, on prendra le signe supérieur, ce qui donne, sui- 
vant le cas, 9,= 2(7— V,) ou x — 2 V, et définit complètement S,. 


9. Limitation du nombre des points apparemment singuliers. — Cela 
étant, désignons par ¢,, ...,¢,+3 les points singuliers effectifs de (E*) 
en sorte que le contour € aura n + 3 côtés; moyennant une substitu- 
tion linéaire sur æ à coefficients réels on peut toujours supposer que 
trois des points singuliers coincident avec trois points arbitrairement 
choisis, soit (') tas; = 0, tua = 1, lui = — 1. Exprimons qu'à x =< 
correspond un point à distance finie de €, où S ne présente aucune 
singularité; moyennant la substitution æ = x", y=a,y, imposée 
par la forme de (1) le point 2, = o devra être un point ordinaire de la 
transformée de (E*): ainsi les exposants du point a = 2 dans (E*) 
sont 1 et 2. Or p(x) et g(a) sont des fonctions rationnelles; si lon 
écrit la relation de Fuchs [qui exprime que la somme des résidus 
de p(x) est nulle] on trouve aussitôt, d’après (12) et (13), 


nes 


LME LT N, 

! oa nae N — Æ 

(14) DT mn N n+ pra, 
k=1 


ee a es re 


(1) Pour l'instant nous ne prendrons pas ¢,43= œ (comme dans [R]) afin d'avoir 
pour les exposants de 1,43 des expressions de même forme que les autres points 44, 
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N, désignant le nombre des sommets de deuxième espèce (nécessai- 
rement pair), et N, celui des points apparemment singuliers. 
En particulier, puisqu’on a m,>o0, on déduit de (14) 


Na Ee 
oy 2 


10. Le groupe de monodromie (G) de (E*). — Les substitutions S, 
étant définies sans ambiguité dès que l’on connaît l’orientation des 
éléments du contour €, il en sera de même du groupe de mono- 
dromie (G) de (E*) : le groupe est donc pleinement déterminé par la 
représentation sphérique & du contour C. Géométriquement, on pourra 
adopter comme paramètres de (G) (pour le problème de Plateau, par 
exemple) l’ensemble des coordonnées sphériques de n+ 2 sommets 
de & par rapport au n+ 3°, pris pour pôle (et à un méridien origine 
arbitraire). 

On pourra utiliser aussi un système de 2n + 3 distances sphériques 
des sommets de &. Or, si l’on considère une substitution (4) comme 
le produit de deux symétries successives autour de deux axes (abstrac- . 
tion faite d’une symétrie plane éventuelle), l’invariant a + d de la 
substitution (4) sera égal à 2cos, ¢ étant la distance des images 
sphériques des deux axes. Le dernier mode de définition qui a été 
signalé revient donc à celui qui a été adopté dans [R] (n° 56); géomé- 
triquement, il ne détermine pas (G) d’une manière unique, ce qui 
s’accorde pleinement avec ce que nous avons dit dans [R] de la défini- 
tion d’un groupe par les invariants. 


11. L’équation linéaire (E'). — Cela étant, laissons indéterminées 
pour l'instant les valeurs de r,, . ..,t, et écrivons que, quelles que soient 
ces valeurs, le groupe de monodromie de (E”) coincide avec le groupe 
(G) qu’on vient de déterminer. Comme nous l’avons dit dans [R] il existe 
une équation linéaire du second ordre (E') admettant (G) pour 
groupe; cette équation possède n+ 3 points singuliers t,, ..., tr4s, 
à exposants définis par (12) et (13) (les exposants du point non loga- 
rithmique x = + étant 1 et 2). (E') admet de plus » points apparem- 
ment singuliers; le point tn, une fois ramené à l'infini, les points 
apparemment singuliers À,, .. , À, Satisfont au système différentiel 
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. . , eg: 's ’ 
(fu F,), de variables indépendantes £,, ..., ¢,, que J al formé dans ma 
Thèse; leurs combinaisons symétriques 


a+? 


es A j= (æ—À;), o(2)= —n)| 
eer TS [w=] (v— aj), o(x) Ile k) 


= 


intègrent le système équivalent (g,, G,) étudié dans [R]; enfin les 
constantes d'intégration qui individualisent l'intégrale (A,, ..., Au) 
ou (3,,..., 3.) qu'il faut adopter pour la formation de (E') sont 
déterminées d’une manière unique, pourvu que les exposants des 
points singuliers et les lacets sur lesquels on définit les substitutions 
soient déterminés aussi sans ambiguité : et c’est bien ce qui a lieu 
actuellement. 

L’équation (E') une fois formée, toute équation (E*) qui aura même 


groupe que (E') s’en déduira par une transformation 
yah ay! + 8» 


où y' représente l'intégrale générale de (E'), x et 5 étant des fonctions 
rationnelles de æ, n’admettant aucun pôle en dehors de æ —14,, ..., 
lixas tuxse Si l’ordre de ces fonctions rationnelles n’est pas limité, le 
nombre des points apparemment singuliers de (E') pourra être arbi- 
trairement grand; énversement, il résulte de la relation (14), c’est-à-dire 
des hypothèses du n°8, que les fonctions rationnelles x et 8 sont en nombre 
lumité; bornons-nous même, actuellement, au cas où le nombre N, des 
sommets de deuxième espèce est au plus égal à 2, hypothèse qui est 
vérifiée notamment dans le problème de Plateau et dans le problème 
de Schwarz : d'après (14), (E*) devra coïncider avec une équation (E' ) 
(dans laquelle un des points À; sera venu se confondre avec un des 4, 
pour N,= 0) ('). 

L’équation (E') qui vient d'être formée possède un système fon- 
damental (G, I) subissant autour des points singuliers t les 


(1) En procédant par récurrence on vérifierait aisément que (21, ..., 3) est réelle 
et, par suite, que (KE!) est réelle. La chose est évidente pour n = 0; pour n quelconque 
on se rappellera ([R], n° 57) que (31, ..., ,) peut être définie par des données 
réelles : c'est immédiat pour ¢;=1, et pour {;= 0 cela résulte du procédé même de 
reenrrence, Or, en vertu du théorème d’unicité énoncé à la fin de [R], la réalité des 
données entraine la réalité de la solution sur lave réel. 
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substitutions prescrites S,; il s'agit maintenant de construire ce 
système. 


12. Le rapport b : a. — Remarquons d’abord que le système (G, H) 
n'est pas déterminé d’une manière unique; il dépend de Ja rotation 
arbitraire qu’on peut effectuer sur les axes OXYZ. Or écartons le cas 
où le contour € se réduirait à un polygone plan (‘); il existera donc 
au moins trois côtés consécutifs n’appartenant pas à un même plan. 
Désignons par A; ,A,, AxA,,,, As Agcy un tel ensemble et dirigeons 
l'axe OY parallèlement à A,A,,,, le plan des XY étant parallèle 
à A,_,A,; le côté A,,,A,,, sera donc orienté dans la direction (0, 4), 
avec 0 Ho. 

Cela étant (n°8), la substitution, sera définie par les formules (6), 
(7) où l’on fera notamment 9 = + :2, ce qui entraine 4 — 0 = y; le 
système (G, I) est donc de la forme 


(15) Gane, l= bh, 


oe) = (xe — 44] +...], jh (ees Ca (rfi 1, 


les séries de puissances représentées par des points étant à coefficients 
réels et les déterminations de (æ—1,)", (a — t,)** étant réelles sur 
le segment ¢,t,,,; d’ailleurs nous savons (n° 7) que ke long de 4,14,,, les 
intégrales G, H sont réelles ou purement imaginaires ; moyennant une 
symétrie par rapport à OZ on peut les supposer réelles (?); on peut 
donc affirmer que les constantes a et b sont réelles. 

Montrons comment on déterminera le rapport b : a. Soient 


} 


A= (2 — byy,)** [1 #4... |, = (Ate) Pou Te. es 


les déterminations des intégrales canoniques relatives à x =t,,, qui 
sont réelles sur le segment 4,,,t4,,:: posons encore 


p = TE à, Wy == ei ti: 


(1) Voir à ce sujet G. DanBoux, Z'héorie des Surfaces, t. I, 2° éd., p. 579. L’hy- 
pothèse écartée est formulée pour le probléine de Plateau, auquel nous nous bornons 
actuellement : les résultats s’étendraient aisément aux autres problèmes, 

(Cf: n® 7, p 65; note (1). 

Ann. Fe. Norm., (3), XLV. — Mars 1928. 10 
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sur le segment ¢,t,., on peut écrire 


POAT By VS Gee Db. 
(16) eat Sa hs h== fit eh 
A, B, C, D étant quatre constantes réelles telles que AD — BC 40. 
Quand x décrit un lacet direct autour de #,,, (G, H) subira donc la 


substitution 
AB D _B 


S cr I ao à 
Vu ADN: Be YD Br eats 


\ 3 


~ 
© 19 
+ © 
c'e te 
æ 
Ces 

a 


= 

- 

~ 
aire 
iN 


ADe?— BCw? + AB(«?— ¢?) 
+ I b 
renin | 2 CD(s — a) Des BCe 
Or actuellement la rotation R,,, correspondant à S.., est le produit de 
deux symétries autour des axes (0 VS 5) et (9,1); d’après (6) 


2 


et (7) S,., s’écrira donc aussi 


—icosÿe"Ÿ —ÿisins 
—isin§ i cos 8 eïŸ 


D'ailleurs, d’après (12), #?—¢? = 25 sin V,,, et Pon aura ainsi, 


uh a _, sin V4., CD b 4 sin V4,, AB 
ani ii edit ADomlO! kul misacic Ron! WabeenGl 


les seconds membres ayant un sens bien déterminé, puisque sin 0 + o; 
en particulier on a donc ABCD 4 o. Or attribuons à x une valeur con- 
stante a, quelconque (mais différente des ¢,) et posons d’une manière 
générale | 

(OW) = O(.2,) ©’ (ay) — D'(xo) F(x); 


il viendra d’aprés (16) 


(18) = AB (sh) (er) CD __ (hh) (2,4) 
AD— BC (gh)(g,h,)’ AD—BC (gh)(g,h,)- 


Plus généralement, il importe d’observer que la méthode s’éten- 
draitaux intégrales 9’, 4’ qui se multiplient par des constantes quand a 


ten 
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décrit un contour fermé autour de hoc tsutrs Saraserail alors 
remplacée par la substitution correspondant à ce dernier contour. 


13. Les deux systèmes canoniques équiwalents à une équation du 
second ordre. — ll s’agit maintenant d'étudier les rapports (18) 
lorsque les ¢, varient en restant distincts. A cet effet, il nous sera 
commode de substituer à (E') un système différentiel canonique 
équivalent ; d’ailleurs, pour faciliter la comparaison avec les résultats 
de [R}, nous supposerons maintenant qu'on ait placé les trois points 
singuliers 4,4, rio5 luyx EN O, 1, 903 en outre nous poserons dans (E') 


wee mie 
(19) y=] [ea », 


k= 


2 


les m, ayant le même sens qu’au n° 8; la somme des exposants de y 
au point ¢, sera donc 1 et non plus m,. L’équation (E) vérifiée par y 
s’écrira ainsi 


KE AT ee d'(z) , |< na | 
(E) ) : 59 + PRET | 


v(x) étant défini comme au n° 11, g,(x) étant holomorphe en 
chacun des points À;, et 9(a) étant un polynome de degré nr — 1: 
Placons-nous dans le cas général où les À; sont tous distincts; on 
pourra trouver deux polynomes, w,(æ) de degré n—1, 5,(x) de 
degré n +1, satisfaisant à l’identité en x (') 


(20) cir)b(xr) + w(x) U(r) = g(æx)8 (a). 


Posons alors, x et 3 étant deux constantes arbitraires, 


(21) w(L)=o(L)+(er+ BY), o(u) =a (r)—(ar+B)U'(x): 


(1) On aura d’ailleurs 


e(æx)0(æ) HA Eu A) 

D — TE. NE En 2 ay SNE aed 
eee WT) dd (x à) 
7) 

en posant, d’une manière générale, F;= F(A;). 


6 
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w et ¢ vérifieront encore (20). Si l’on fait ensuite 


LL OY EGP 
(22) 2 = ee , 
on tire aisément de (20) et (22) 
, of + 6) A 
yas Vy 
Ne ne 
avec 
6) aye 
(23) A= poste pie 
9 


Or, pour que x = 4; soit un point apparemment singulier de (E), 
il faut et if suffit que 
ES d £93 OX: 
Ban (PAR) 


s’annule pour 2 = A;; comme on a 


rt D ur ! 
NB + (+ de ey oR =), 
: VA 9 


a 


a 


PAG Teog + 
les coefficients du système 


“y Uy) - A A may AS 
GS’) y= — + y, : Dis de 


—<-| 
-6 


vérifié par y et y, seront holomorphes pour + =7,; d’après (23) 
ils présenteront æ =1,, ..., t,., comme pôles du premier ordre 
seulement. Enfin, soit Kx * le terme prépondérant du développement 
pour x= du coefficient de y dans (E); au voisinage de x =x, 


l'expression 
6)” wins à 4 
AZ — +0 —0 = lo 1 o} 
9 NT LEA Lines 


admettra comme terme principal [— 2?—(n +1)x + K]2; pour que 
tous les coefficients de (S’) s’annulent en 2 = + il faut done que z 
soit égal à l'un des exposants du point 2 = + pour(E); à y a donc 
deux systèmes canoniques (S') correspondant à une même équation (E), 
fait remarquable que nous utiliserons plus loin. Quant à 3, on Le 
déterminera par la condition qu'en x = + A soit de l'ordre de x; 


d'après (22) augmenter w de 3L(x) revient à remplacer dans (S') 
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Ya par a + By; A: sera augmenté de 


26) + 9! east 
© 


1 1 


— 8 
la transformation sera donc toujours possible, sauf pour 


24 + N +2—=O, 


c'est-à-dire sauf si les exposants du point x = + pour le système (S’) 
sont égaux ('). Or cette hypothèse est actuellement inadmissible car 
le coefficient de y, dans la première équation de (S’) étant exacte- 
ment de l’ordre der ?, . = x serait un point logarithmique. Posons 
enfin 


(04) PRET NE 


où est la fonction de £,, ...,4, définie dans [R](n° 9, p. 192), et 
l'on obtiendra un système canonique de la forme 


n-+2 1-2 


4 i k Ly k 
a Ais ys D ae Vis 
de tr — (|; du — |; 
A k 1 k=1 
(3 1 n+2 DES 
Qi ee. Ate à +> i ; 
de dk CO (y Lot 
5 k=! k=1 


complètement identique (pour 7 = 2) au systéme S de [ R](n°8, p.188): 
les A5, vérifient d’ailleurs un système (A.) de Schlesinger (#bid.). 


14. Les z, admettent ent) un pole de première espèce. — Cela étant, 
reportons-nous aux résultats établis dans [R] : lorsqu'on a déterminé 
une intégrale (3,, ..., 3.) de (g, G:), il suffit d'effectuer une quadra- 
ture et des opérations rationnelles pour obtenir en fonction def,,...,4, 
les coefficients Ai, de (S) \[R], formules (B), (8), (11), (19), 


p. 192-195 |. Or les formules qu'on vient de citer montrent précisé- 


(1) Les exposants du point x =+sontæet—a—n—1pour(E),etz. —a—n—7 
pour (S). La restriction précédente a d'ailleurs été signalée sous une autre forme 


dans [R] : n° 9, condition (3), p. 190. 
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ment que les Aj, envisagés par exemple comme fonctions de t; restent 
holomorphes i que les z;, 3, sont différents de zéro et ©; nous allons 
envisager ces deux cas. 

Supposons d'abord que les z, soient infinis pour ¢;= ¢;; d’après les 
équations (G,) on trouve au voisinage dé ce point 


Cr 


A Be 
t,— 19 


Ah 


les C,(h<t) étant des constantes arbitraires, telles pourtant que les 
relations [R], (5) soient vérifiées (') et C; étant égal (?) à < : VD 
(e = +1). Prenons d’abord € = +1. D’après [R], [(8) et (11)] À pré- 
sente end? un zéro d'ordre 1 et M, un pôle d'ordre 1. Nous dirons 
que £° est, pour les z,, un pôle de première espèce. Il résulte alors 
de [R] [formules (11) et(12)] que H; et les H, sont holomorphes pour 
t;= à; finalement les Aj, seront holomorphes pour ¢;= 2’. 

Mais alors l'intégrâlé NI: de (S) qui appartient en ¢, à l’expo- 
sant a, est de la ean 


(23) y=(e#—t)%[1+...], “= ee tat t)%[1+...], 


avec Af (t?) 0 siC,4o (*). Au voisinage de x = 44, t;= 1", l’inté- 
grale précédente est une fonction holomorphe de ¢,, 


15. Cas d'un pôle de deuxième espèce. — Supposons maintenant 
é = — 1. On trouvera que t; = ¢? est un pôle d'ordre 1 pour À, d’ordre 2 
pour H; et les H,; les A, auront donc en #; un pôle d'ordre 2, et 
l'on ne voit pas immédiatement comment caractériser l'allure des inté- 
grales y et y, pour t; — t?. > 

Pour y parvenir, nous ferons dans (E)y = Y ¥U(ax); Y satisfera à 


(1) Ceci entraine pour les C4 des relations qui seront indiquées plus loin, n° 13. 

(*) Pour la signification des notations suivantes, VD, À, H4, My, ..., on se rap- 
portera a[R], n° 9, et suiv. 

(3) Pour Cy = 0, voir plus loin n° 17. 


ERA CROP ERA 
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une équation que nous écrirons : 


DÉS ck el CU ÉRNE & 
Y dx? De nl 


= 4 
(F) a Cn+ Cn+2 Cn+3 
x (æ—1:} = .e(2—1) 


. 3 Bi | 
p> ac Aj)? it a(x —1)(x# — À;) 


en conservant les notations de [R](n° 8, p. 188); nous allons voir 
que t; tendant vers.t; le second membre de (F) reste holomorphe. 
Développons les =, suivant les puissances de 1, — 1 = 7; soit 


Ly + D,-+.:. (R= UT: 12); 


à l’aide de [R], (5) on trouvera aisément 


EC — Ci Ce XD — Di— Dé, 
PO IG tC, Sa D1 GD, 
Ent) Cite 1)Cn EC Dir — Cit (te — 0) Di 


où ©” indique, dans tout le numéro actuel, une sommation étendue à 
toutes les valeurs 1, ..., » +2 de l'indice , sauf A=ret h—#. 
Cela étant, reportons-nous à l'expression de y; donnée dans [R] 
[(29), p. 202 |; à l’aide de (26) on trouve aussitôt 


“nn +2 2 Ô ; 
Seen (say Gt, om Li 
455% dt; hare Diz. li a7 


may 


et comme on a CD = 1 et A = ((t;—1) y; il en résulte que 2; est holo- 


morphe pour ¢;= {;. 
Evaluons de mème y, = 24 : &«(¢,—1). Pour cela nous utiliserons la 


relation (g,){[R], p. 193 | 


D CHE 5a de | AH a4 dE 
Oly Da 27 Or th— te 3, Ol; 


EC * 
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d’où, à l’aide de (23), 


he ee Os RTS SE DS (h 40) 
dt} Cr? Eat à tt 
03; À C2 ie 
Ole Te yes 
avec ' 
D D; ), 
An=(le— Ua) + th 4 — th) 
(à Ce (Ca 


On aura donc 


=" (ty, — tp) GG (YY, br, aN, 
a a oar lay —— | Tree 
A G? be J \( 71 C4 tx th 
; CU tx) ge : 4 14 ( a ty} ( Dx * D; 
1 CiT° 4G, 1 Ce VCR GT) 
Au moyen de (26) on trouve facilement que le coefticient de <~* est 
nul et que ~’C,,A;, = 0; finalement, il résulte de C7D =1 que y, est 


holomorphe pour 4;= 1; 
Mais alors la relation 


= 


+. 


n +? +2 

4 sh I à ; 

Pey=o(r)> = (or — DIRE Lis se 
: ui . 


h=! he) 


où la parenthèse est holomorphe en = pour 7 =o montre que t; ten- 
dant vers € les 4; restent holomorphes sauf Cun d'eux, soit 2, qui 
admet t;=t! comme pôle du premier ordre. De l'expression 3; donnée 
dans ma Thèse (') on déduit ensuite que les 3; sont holomorphes, 
Sauf B, qui admet un pole du premier ordre en # : l'équation (F) a 
done bien son second membre holomorphe pour ¢;= ¢?. 

Cela étant, soit Y= (r —1,)*[1+...]l'intégrale bien déterminée 
de (F), appartenant à l'exposant +, pour x = ¢,, et de premier coeffi- 
cient égal à 1; l'intégrale analogue pour (E) sera 


/Y(x) 


N= (2 — |} y*x 
b(t) 


[a+]; 


(1) Ann. Se. Ec. Norm. Sup. 3° série. t. 99, 1912, p. 79. 
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? 4 9 . . 
d’après ce qu’on vient de voir, (a) : U(t,) sera holomorphe pour 
Ù a . 
= t;; il en sera donc de même de y, et aussi de 


n-+-2 n+2 


dy D ne A 
Se ae ae 
wa de ete i aoa C. Q. F. D. 
£1 i= 
16. Transformation d'un pôle de deuxiéme espèce en un pôle de pre- 
mère espèce. — Avant de poursuivre l’étude du rapport b : a nous 


démontrerons une propriété essentielle du système (S), qui permet 
de retrouver très simplement le résultat précédent. Supposons que les 
coefficients A, admettent ¢;= ¢}(¢=1, ...,n) comme pôle : il sera 
impossible de former un système canonique de groupe (G), de singu- 
larités x = 4}, ..., 0, et d’exposants identiques à ceux du système (S) 
(formé avec les mêmes fonctions Aj, et des singularités 1,4 {?). 

Or effectuons sur (y, y,) une transformation linéaire (T), à coeffi- 
cients rationnels, qui conserve la forme canonique du système (S) 
et n'introduise aucune singularité nouvelle; le nouveau système 
linéaire (S,) admettra toujours le groupe (G); ses exposants repro- 
duiront ceux de (S) à des entiers près; enfin, sur les MES (T) induira 
une transformation automorphe birationnelle (‘). Il est donc à pré- 
voir que sauf peut-être pour des transformations (T) et des positions ¢? 
exceptionnelles, (S,) aura ses coefficients holomorphes en ¢;. Mais en 
pratique la construction effective d’une transformation (T) nécessite 
des calculs laborieux; en nous appuyant sur les résultats du n° 13, 
nous allons indiquer une transformation (T) dont la détermination 
est très simple; et nous vérifierons en même temps que les coefficients 
de (S,) sont bien holomorphes pour ¢;= 2}. 

Partons du système (S); à l’équation (E) vérifiée par y corres- 
pondent deux systèmes linéaires dont l’un est (S), et dont nous dési- 
gnerons l’autre par ($). Au voisinage de x =, (S) peut s’écrire 


; r À 
ay ies P nt a +( Fete sr. 
dx ea ue 
ay, f BE ) ae ani ) ; 
me Ase rest Ve 


(1) Pour plus de détails à ce sujet, vorr PLEMELS, Jahresb. der D. Math. Verein. 18, 
1907, p. 15; L. SCHLESINGER, Journ. für r. und ang. Math., t. 141, p. 119. 


Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — Mars 1928. 


11 
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les termes non écrits étant d'ordre supérieurs en.1 : x; et (S) aurait 


une forme analogue, o’ et p” étant remplacés par c' et p”. Or, on passe 
de (E) a(S) par des transformations (22), (24), le coefficient «, qui 
figure dans (21), étant égal à l’un, soit 7", des exposants 7’, 7” de y 
dans (E), pour «=o. Ainsi, d’après (S') (n° 13), les exposants de 
(7,71) dans (S), pour a =, seront (*) 


ue ES pe et pr atin a Æ=r"—1. 
1\ x a : HE A ' Q 
Or, on passera de (E) à (S) en prenant « = 7”, d’où l’on déduit 
D'ÆTER h 1 et an —M—n—a=r'—1= p'—1. 


D’ailleurs, d’aprés (21), (22), (24), la transformation (T) sera de 
la forme 


ys oe 5 [((@r"—r')x+B—B]y. 


Enfin, en vertu des équations (B) {[R], p. 192}, on aura 


na ‘VD: _n+2. VD—: 
— p — 5 a 2 5) — p = % THE » 
d’où 
e, nto yD+1 ~, n+2 \D+1: 
mat Ag ae eed. Seb Pa pes re TR 


ce qui montre que lorsqu'on passe de (S) à (S), VD est remplacé 
par — vD: si les z, calculés sur.(S) admettent en ¢;= ¢ un pôle de 
première (deuxième) espèce, leurs correspondants dans (S) admettent 
un pôle de deuxième (première) espèce. En d’autres termes on peut 
toujours choisir le système canonique associé à (E) de telle sorte que les 
coef ficients Ai, de ce système soient holomorphes pour t; = & : ce qui 
entraine l’holomorphie, en /?, des coefficients de (E) C. Q. F. D. 


17. Les :, s'annulent en t?. — Considérons toujours les z, comme 


fonctions de la variable ¢; et supposons maintenant que l’un d’eux soit . 


nul en ¢; il y aura deux cas à distinguer, suivant qu'il s’agit 
de z,( A541) ou de 3;. 


(1) Cf. note (1), p. 77. 


+ ea 


SON eee 
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Pour h Az, les équations (G,) montrent que 


= ist 
= ——— 


) 
~(¢;— Ut} A 
tn— t} ( t aoe 


il résulte alors des formules {[R], (B), (11), (15)! que H,, les H, et 
H, sont holomorphes, H,, prenant en ¢, la valeur vd); tous les coeffi- 
cients de (S) sont donc holomorphes, et pour £k ouk +1 il en 
sera de méme des intégrales canoniques en ¢ ou ¢,,,. Examinons le 
cas où l’on aurait, par exemple, À = # ou # +1, le premier coefficient 
de la série de puissances définissant y étant toujours pris égal à 1 : 
dans ce cas, les intégrales précédentes s'expriment par les formules 


analogues à (25), et où les séries de puissances Y(æ—1,) *, 
Y,(x—1,) %* ont tous leurs coefficients holomorphes pour t:=—t}; 
quel que soit x,, y et y, présentent donc ¢;=¢; comme singularité 
polaire d’ordre 1 en général ("). 
On procéderait de même et l’on aboutirait à une conclusion analogue 
dans le cas envisagé au n° 14, où l’on aurait z,(4)— æ, avec C,= 0. 
Examinons enfin le cas où z;(t;) = 0. On peut écrire alors 


Sp ant bat He +. (het), 


sr DIT CORTE (r=ti—-t}); 


en vertu des identités [ R, (5)] et de leur conséquence 


Z'(tn— 4 —+)(an+ bit + ce +...) =, 


on trouve 
( d'a — oO, bi; bio. 
27 2 PE: A 
( 7) | Z'an(in— t?) =1, 2’ cy (ta— t?) = — bj. 
. Ca . 
Or on tire de (G, )b, = — ETS avec 
(txt 


C° ei Ah = 
(5 +d)¥ aaa 


(1) On vérifiera aisément ce résultat dans le cas, signalé dans ma Thèse (p. 105), 
où (E) possède une intégrale réductible. 
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ces relations rapprochées de (27) entrainent 


! 


2 ’ ah _ bi 
(28) CT = per Se G 


. Cela étant, on trouve aisément, en vertu de (27) et (28), 


a my las ti) ee #1 Das) 


Z; 2 Zh de 
Car CC x 1 ac, NDbia by Cj à 
DS SHOT EN CA PR Er BALLON RES re 
A Lit 2D; dd Ch @; bi br A 2 4j 


—C(i—4D)+d+. Ne 


les termes non écrits s'annulant avec =. Mais cette relation rapprochée 
de[R,(15)] montre que, pour ¢;= 1}, 2H; est holomorphe et égal à C; 
des lors, d’après [R,(B)], H, est également holomorphe ainsi que A‘, 
et AS (4£i ou =); il en sera donc de même des intégrales ana- 
logues à Y et Y,, et par suite les intégrales y et y, définies comme au 
début de ce numéro seront holomorphes ou méromorphes en /;— {;. 


18. Le rapport b : a est holomorphe et non nul à l ‘intérieur de Wt. — 
Cela étant, revenons aux équations (18) et envisageons leurs seconds 


membres comme fonctions du point (¢,, ..., {,); ce point tendant 
vers (4, .:.) @) en restant dans Il'n° 4}, gr) AC), (re) 


et A(x.) resteront holomorphes ou posséderont au plus un pôle 
d'ordre 1 si z, (ou l’une des À; — 4,) tend vers zéro; de même, £,(:r,), 
hy (2), 8 Cro), W(x) seront holomorphes ou posséderont au plus un 
pole d'ordre 1, si z,,, (ou Pune des A;— &,,) tend vers zéro. Si l’on a, 
par exemple z,= 0, on multipliera par A‘, les deux termes de 
chacune des fractions constituant les seconds membres de (18) : ces 
seconds membres pourront donc étre considérés encore comme les 
quotients de deux fonctions holomorphes en ¢,= ¢°. D'ailleurs aucune 
des expressions (gi), (gi/,), (gh,), ... ne peut s’annuler en {? : 
c'est évident pour les deux premières; quant aux suivantes elles ne 
pourraient s’annuler que si l’un des coefficients A, B, C, D de (16) 
s’annulait ce qui, estinadmissible, comme nous l'avons vu (n° 12). En 
définitive il résulte alors de (17) que le rapport 6 : a reste toujours 
une fonction holomorphe de ¢,, ..., ¢, à l’intérieur de Il’. 


RER EEE ET 
. LA‘ 
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DEUXIÈME PARTIE 


IMPOSSIBILITÉ D'UN PSEUDO- CHOC 


19. Intégration, par approximations successives, du système (A) de 
M. Schlesinger à l'intérieur de Il’. — I s’agit maintenant d’étudier les 
intégrales G(+), H(x) à l’intérieur de II’, c’est-à-dire lorsqu'un cer- 
tain nombre de points 4, conséeutifs sont à des distances mutuelles 
très petites; on peut toujours supposer que le groupement précédent 
est formésdes points f,, 4, ...,1, tu, —0, les [4 ](4< +) étant 
bornés inférieurement. 

Commençons par étudier, dans cette hypothèse, les intégrales du 
système (A) de M. Schlesinger, et pour cela faisons le changement de 
variables 


(29) n= eal Gest ee ware EDS) 
en posant de plus +;=1, «,,,= 0. Pour une fonction quelconque 
hss tila) = Bi EN le al asa a) 
on aura 
n 
JS of 
= Fu; 
ot; Oty, 
h=i 


introduite dans le système (A) ('), la transformation (29) le changera 
donc en le système suivant : 


n 


n : 
: k yy A s'y Al : 
= : A‘ Nes: VS At (APSE pA Ys CHL = 2)), 
Vy, 


Ot; Oph di OY 
h=i Lt 
(A') a Fe 
SAS SAG o) 
h ; : . k Ah ARAL A 
JA". ge Ud LEE 
OA t; Pali ly 


(1) La notation (A) désigne le système (A,) de M. Schlesinger [| R, n° 9] écrit avec 
t—1, 


« 


la notation des matrices. X indique une somme étendue aux valeurs 1, .::, 


Tied edhe 
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où les dérivées sont prises dans le nouveau système de variables; con- 
formément aux conventions adoptées dans [R](n° 9, p. 190-191), nous 
supposerons que les intégrales qu'il s’agit de représenter vérifient les 
conditions suivantes ('): 


— d 
(30) AG, + Af=r, Af, Ag, — Af, AG, = : 7 Oe EN EE 


n+2 = n+2 


n+I ‘D \ 
MS atk , DATA 
(31) le a 
n+2 n+2 = 
| Sao mr abe ol 


4 4 


ER 


qui constituent un système de 2n + 7 équations distinctes ; les inté- 
grales de (A’) qui satisfont à (30), (31) dépendent donc de 27 +1 
arbitraires. Soient alors a’, a‘(hAi, n +1), n matrices constantes 
et réelles, vérifiant (30), et les a“ étant assujetties à la restriction sui- 
vante : les constantes s’ et s” qui vont être définies en fonction des a‘ 
devront être réelles et telles que o  s°--s"<{ 1. Les 4, et les +, étant 
toujours réels, nous allons chercher à construire dans l'intervalle 
réel (¢?,0) une solution de (A’), vérifiant (30), (31) — y compris 
pour h=7, n+1— et telle que, t; tendant vers zéro, les A“ tendent 
vers les a‘ tandis que, t; tendant vers 1°, les A"( ht, n +1) tendent 
vers les a"; de plus une certaine combinaison linéaire des Aj, que l’on 
fixera bientôt devra tendre vers une constante donnée b,,. Pour 


abréger, nous dirons que les conditions précédentes réalisent Je cas 
réel. 


* 

Désignons par C la matrice (31) et posons C — ya a; puis, par 
une substitution linéaire ramenons la matrice a à sa forme canonique 
b—-c~'ac. Dune manière générale désignons par B/ ou b/ les trans- 
formées c7'A/c ou ce-'a/c d’une matrice quelconque Af ou a/ 
(f=houk); de même, le système (A’) — qui conserve d’ailleurs sa 


forme — s’écrira (B’); nous allons résoudre ce dernier système par 
approximations successives. 


(1) Dans le problème de Plateau [a matrice (31) est toujours du type général] 
(yD #1); ef n° 13, p, 77, 


F4 
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En première approximation nous prendrons 


4 4 dB 
Bho: bk, rT : Bb — DB (REY ET, Sct Ne 
Or en nous plaçant dans le cas général, ce qui est loisible actuelle- 


ment, nous pouvons écrire 


(REST oe csv 


et nous définirons B°°, B’*'-° en les assujettissant à vérifier conjointe- 
ment avec les B”° et les B“° les conditions (30) et les transformées 
de (31) par c; de plus B°° devra se réduire à la constante donnée b,,. 
On en déduit sans ambiguité bp , B,, ‘3; quant aux autres élé- 
ments de B°° et B"+':°, leur détérelin of dépend d’un radical du 
second degré que l’on prendra arbitrairement 

Cela étant, imaginons qu’on ait déterminé B*~, Be OUEST no) 
pour calculer B“”*', B'-"+! on fera d’abord 


li à », RA, h,m 
(32) Bémn+t : bk + boy 2B" s ER er B Bin dt: 
: x ‘ rl tr. Onti— tr ; 
= 


puis on intégrera les équations 


dB'ni+1 ii (D Bhm+: Le By b) 


li dt; 
( 33) >, ( Btn er st bf) Bim Æ, Ru ( Bé.m+1 > bf) 
sf Bim Bem+ a BA m+1 Bim , 
+ ny Riemer at ee (A=U+1, tees n) 


\ 


moyennant les conditions initiales B’”*'( 7?) : b”. On calculera de 
même B°”*', qui, pour t;= 1}, devra se réduire à + 1; quant aux élé- 
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ments restants de B°"*! et à ceux de B’*'”"*' on tes déterminera par 
la condition de satisfaire à (30), et aux transformées de (31), conjoin- 
tement avec ceux de B’*! et de B”*'. Comme tout à l'heure, ceci 
donnera deux solutions; on retiendra seulement celle qui pour t; = 7} 
infiniment petit diffère infiniment peu de la solution choisie en pre- 
mière approximation. 


20. Convergence des approximations. — W s’agit de démontrer la 
convergence des approximations précédentes. Posons (') 


j r +. \ —s 
FRET tae Gas) f (=) dr ré ze, 
0 ro 


d’où 

(34) p< 8 ao rate) 

et 

(35) (a sf” = dr=r—ryrsse’ (< To): 


Cela étant, admettons qu'on ait déjà obtenu (?) pour j/=0,..., 
m—1 les inégalités 


| Biy"'— Bi |< A(gn)e  [(w) (2), 
| Bry?! — Bi | << A(gri)/r, 
" | Bad*'! — Bad |< A(qry)/e’ (= #52), 
) ap \# 
aah | Bist! — Bry | <A(qr,); (2) ES 


: - Pe Nae 
(By = BUY | < AGE) “es 
0 
où A et y sont deux nombres positifs indépendants de 7, et mm et tels 
en outre qu’on ait 


| Bit |< A, | Bie |< A, 
(37) a Nis 
| [Bis | <A(=) > | Bay <a(=) , 
0 a) 


(1) Ces notations concordent avec celles de [R]; on observera qu’actuellement 
(cas réel), Vexposant w de [RJ] (n° 15, p. 204) est égal à s. 


(2) Nous omettons la démonstration pour 7 = 0; elle ne différerait aucunement de 
celle du cas général, 


Mes) 
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MON pour sr onto et] 0. 2m, 


| IBY <2a. | Bid |<2A, [BY |<aa(Z)’, 
3 ry 
(38) Brij <aa(Z), | Bly — 64, | <aAr, 
0 
| | Bay — bf, |<aNe Havre): 


nous allons montrer que les inégalités (36) subsistent encore 
pour j =m. 


oson 
P ons | eee 


I<. f: on tire aisément de (32), (38), (34), (35) 
[oe smd "1, | | 
< af(n ei 1) A°(qrs PE Le 


* 9 [To 0 € ¢ nt 
<8f(n— it ryar AE ee Cap es 


+ 
avec 
sSf(n—i+ 1 
(39) ee 


On aura de même 


1 2 m— 2 ! . Pa ! # ae . 
| Bit! — Bam | <A f(n —i+1)At(gn)" [ E +7 +(=) € +(2) «| 


CA 0 


(gor \ne 0 
: \ AD NGO PEU Ir NET 
<Li6Gf(n—1+1)A = Trs<A ms (gro)"2 


9 
avec 
(40) g,210f(n—i+1)A 
et 
DS 4s LE Tres Arr f [+(2) ee 
v 0 mm 
> te 1 4 Cara)" = < \ Gi, » \its 

PAG Gas) nier Apart 2 gr 

avec 
16f(n —i+:1) 

déesse A: 


condition qui entraine (39) et (40). 
Ann. Ec, Norm., (3), XLV. — Mars 1928. 12 
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Cela fait, on évaluera | Bi ek — Bi; "| en remplacant les | BE" — Bh” 
par les limitations qu'on vient d'obtenir, et non pas par (36). On trou- 
vera ainsi, d’après (33), (36), (38), (35), 


puit Bain <aias PI’ fo ar 


avec 
JE ntm (ef ne nef et 
<at+pte+g) (2) 
d'où 
[hte — BR |< Gilet f(g A* MR EE <a (gr, me! 
nique 
(42) FEU Bikies’ 5 EE 


1—=5$ 


On aura de même 


[Bye Bln — ofa (gro) (Fy f RE) ‘aa 
q ra Fra Ver | 


D, = 2(1 + ar + (2) 
ro 


afr ecaee (Vernier nareir 


avec 


d’ou 


[Bless — — BM | <8i(1+ f(r gq, ar Le Gres AUDIO 
n 


avec 
(43) FE Pa aie tiEs 
et enfin 


[Bhyeer = Be, | < ass GX (2) 'f . (=) @,ar 
q ry LL ket 
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0, =] (2 oes ie Ese EL ie 

— r, r, ‘qi Jet l Pair os +92(7) +itqel 
<4(1-+¢ gs) (e+fr) (7 

soit encore 


CITES d,<i(i +)" 
; 0 
dou 
Bat __ Blam) 87 48 SA) eV Se al 2a oe 
| Bey 21 ISA (+ 9,)(1+f) q ry yas Sa) ree 
pour 
(45) pe i De aly 


LS 


En définitive, il résulte de (41)-(45) que si l’on choisit A de 
manière à vérifier (37), les inégalités (36), (38) continueront (‘) 
à être satisfaites pour j = ma condition que l’on ait 

G—s}q >8(1+ f)A[(1—s)i+ 16f(n—i+1)A] 


Par un procédé classique, on en conelut que pour r,<r, <q”! les 
approximations (32), (33) convergent vers une solution de (B’) qui 
prend aux limites o ett;les valeurs données à a", b' et satisfait évi- 
demment aux relations (31); il en est de mème, d’ailleurs, des rela- 
tions (30) : car elles sont vérifiées en ¢? et ce sont des intégrales pre- 
mières de (B’). 

En vue de l'application de ces résultats au problème de Plateau il 
est nécessaire de préciser la nature analytique de notre solution au 
voisinage de l’origine. Or, en procédant par récurrence, on voitimmé- 
diatement que les Bi” sont des fonctions de ¢;, t;, t; * holomorphes par 
rapport à ces variables (dans le domaine de leurs origines respectives); 
les Bj, sont done des fonctions holomorphes de ¢; et ¢;*; et il en est 
de même des Bi, (a) He (a) Bi. Dès lors, si l'on revient au 
système (A’), on peut dire que les A4, et les tA,, sont holomorphes en t; 
et 4! *; ainsi les produits ¢;A” tendent vers zéro comme ¢;~ et la 


(1) Et ceci, pour À —£ ct n —1; nous ne nous arréterons pas sur le cas où les deux 
solutions envisagées à la fin du n° 19 coïncideraient. 


7 


92 RENE GARNIER. 


formule 
46 aden A te PINRS ER 
(46) ver | + Ses 


montre alors que, dans le coefficient différentiel du système (S) écrit 
sous la forme | 


n+2 
dr As 
dx * J 2) TX t, : 


g=1 


le groupement (46) tend vers la limite « : x quand 4; tend vers zéro; 
d’une manière précise on peut écrire 


£ et ¢, étant des matrices, holomorphes en /’, ¢; et s’annulant avec ¢;. 


21. Les caractéristiques épuisent la représentation des intégrales dans 
le cas réel. — Et maintenant, il nous faut répondre à une question essen- 
tielle : pour t; infiniment petit, toutes les intégrales du systèmé (A) 
sont-elles représentables (dans le cas réel) par les caractéristiques 
que nous venons de construire ? 

Nous allons montrer qu’il en est bien ainsi, et pour cela nous procé- 
derons par récurrence comme pour le problème analogue de notre 
Mémoire antérieur [ R] (troisième Partie ). | 

Observons tout d’abord que /e théorème que nous voulons établir est 
évident pour les systèmes différentiels (A’) où tous les points singuliers, à 
l'exception d'un seul, 1,., par exemple, sont infiniment voisins de l'un 


+ 
d'eux, soit t,.,= 0; il n’y a pas alors de matrice A! ni de somme 7 
dans (A’) qui se réduit à des équations du type 


adh 
t; —— : aAh.Ala (han tt 2), 
dt; i 


a désignant la matrice constante ZA"; ce système est du type envisagé 
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au n° 19 en premiére approximation; son intégrale est done représen- 
table par les développements du n° 19 (réduits à leurs premiers 
termes}... | | 

Cela étant, admettons que la proposition ait été établie pour un 
système (A”) attaché à un système linéaire possédant les points singu- 
liers L = boy 4.3 bingy Cia lus CL le groupe de points singuliers infi- 
niment Voisins 7—¢,, ..., tay lns1? NOUS désignerons ce système par 
(S,1) et le système (A’) correspondant par (A,_,), et nous allons 
établir que la proposition subsiste pour le système (A), soit (A,) 
attaché au système linéaire (S,) possédant les points singuliers 
de (S,_,) et en outre le point x —1,. 

Procédons comme dans [R](') et faisons tendre ¢, vers 1,.,; l’inté- 
grale de (A,) peut être définie par le système de valeurs qu'elle prend 
ADO ads tn ete. ©; comme dans [R]on 
se bornera d’abord aux intégrales pour lesquelles le système de valeurs 
précédentes satisfait, quel que soit < aux conditions, 


(G) | AB |< M, 


ou Mest un nombre positif fixé une fois pour toutes. Si < est assez 
petit l'intégrale de (A,,) peut ètre développée suivant les puissances 
de {[R}, n° 39, p. 255), les matrices Af(g £1, n + 2) et A' + A+? 
tendant, pour € = 0, vers des solutions d’un système (A,_,). Considé- 
rons alors les solutions précédentes de (A, ); lorsque ¢; tend vers zéro, 
ou bien les A“ tendront vers des matrices limites bien déterminées, et 
alors les solutions de (A,) seront représentables par les caractéris- 
tiques du n° 1%; ou bien les éléments des A“ finiront par rester inté- 
rieurs à des cercles d’indétermination dont le diamètre sera tres petit 
avec <; on écartera cette dernière hypothèse comme dans [R] (p. 256). 

Il faut prouver maintenant que le résultat acquis subsiste lorsque 
ll n'est plus énfiniment peut. Or, soit t= Ü un point du 
chemin (/°,, +, 4°) qui par hypothèse mette la proposition en défaut. 
Envisageons les limites a‘ des A‘ pour ¢;= 0; les A‘ sont des fonctions 
de ¢, satisfaisant à un système différentiel du type (A,_;), et moyen- 


(1) Dans [ R] le point singulier mobile était désigné par ¢, (et non par ¢, ). ; 
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nant une transformation (T) préalable (n° 16), on peut toujours 
supposer que le point ¢, = 9 n’est pas une aes polaire des a‘; 
de plus, quitte à remplacer (4, ..., 07, @.,, ...,1,) par un point 
voisin, on peut toujours supposer que, £, Cade vers 0, les valeurs 
des a"(h=i, ...,n,n-+1) restent finies. Dans ces conditions, les 
matrices a", a restent bornées en module quand #, tend vers 0, #; 
variant de ¢° à 0; le raisonnement développé dans [R] (n° 42, p. 261) 
s’applique aussitôt, et l’on peut affirmer que pour t, = 4 l'intégrale 
de (A,,) est encore représentable par les caractéristiques du n° 19. 
Toutefois, le succès de la démonstration est subordonné à la réalisation 
de la condition (C); or cette condition est de forme analogue à la con- 
dition C(n) de [R]. Dans le cas où elle ne serait pas remplie on procé- 
derait comme dans [R] (n° 43, p. 262-263), en observant que le 
théorème de M. Painlevé, qui avait joué dans cette partie de la démons- 
tration un rôle essentiel, continue à rester valable. On peut donc 
écarter la restriction précédente, et, en conséquence, on doit répondre 
affirmativement à la question posée au début de ce numéro. 


22. Nature analytique des coef ficients de (E). Signification géomé- 
trique de s. — Nous allons étudier maintenant l’allure des intégrales G, 
H de l'équation linéaire (E') lorsque plusieurs points ¢, sont infini- 
ment voisins; à cet effet nous examinerons d’abord la forme des coef- 
ficients de l'équation (E). 

Tout d'abord, d’après le résultat établi à la fin du n° 20, il est aisé 
de voir que l'équation (E) vérifiée par y aura ses coefficients holo- 
morphes pour t;= 0 ent, et 1}. En effet, le système (S) ayant la forme 


Ve ; é : 
J HQ TA) I AY + AV 


l'équation (E) s'écrit 


21 


eas a' 9, ah ! ds 
S| Gy, + Au + ni Soie LME Ay) + Ayo doi — Ay, Age ) ys 


n-+2 

een LA “ if 

On a déjà montré, à la fin du n° 20 que les a,, = > At 
TX — 


g=1 


7 sont de la 


4 
al 
ns 
> 

“. 
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forme annoncée ; reste à étudier a), : a.,; maisonaas,=Ad(x): o(æ) 
[R, p. 197] et 


= ET" tkzx re P:, (2) LP, Ce) 
DEEE seen fa if r ie : 
a] [(e—4) cz] 
h=i 


P:, et P,; étant des polynomes en x, de degrés marqués par les 
indices, et a coefficients holomorphes en f;, t!* : on en déduit aussitôt 
la propriété annoncée. 

Décrivons dans Je sens direct un contour fermé |’ autour des 
points x =t;, ..., tay l,:,3 à ce contour correspond dans le groupe de 
monodromie de G de (E) une substitution ©; nous allons calculer Îes 
racines de l’équation fondamentale relative à ¥. 

Tout d’abord, ces racines sont indépendantes de £;; or, si, x restant 
constant, on fait tendre ¢; vers zéro, le système (S) tendra vers un 
système de la forme 


ae ET 
AR LA x 


dy aia) av Goa . 
oped api KiB Pema 


les termes non écrits étant holomorphes en x pour x —o, et la 
matrice d'éléments a,, n'étant autre que la matrice a du n° 19. Mais, à 
la limite l se réduit à un contour fermé décrit autour de a =o: les 


racines cherchées sont donc e“""" et e™""". Or on a (n° 19) 


. ! (i ars 
8+ 89 Ay, + Gy nN — I+ 2, s’—s"=s; 


les racines cherchées sont donc 


(—1)8e™V/—= et (—INe VA  (N=n—i+o). 


Posons alors 


(47) a3 0( 2), 35=4,V9(e); 


x 


z et z, satisferont à un système (T) et 3 à une équation (F); les 
7% 
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racines de l'équation fondamentale relative à l'équation (F) et au con- 
tour I seront précisément 


eTsV—T et er ; 


Il est facile maintenant de trouver la signification géométrique de s. 
Géométriquement, © équivaut à une succession de symétries autour des 
côtés A;_, À;, ..., Any Ansis ces Any Anse de notre polygone; or cette 
succession se réduit au couple des symétries extrêmes autour de A;_,A; 
et A,,,A,,.. Désignons par V la détermination comprise entre o 


et x de l'angle Dhs s Ans get d'après (19) et (47) la différence | 


des exposants relatifs à Z est la même, pour les équations (E') et (F); 
mais l’angle désigné au n° 8 par V, est égal actuellement à x — V; 
d’après (12) la différence des exposants est donc égale à 


23. Théorème fondamental sur le rapport des longueurs des côtés dans 
le cas d'un pseudo-choc. — Ceci posé, soit € une couronne limitée dans 
le plan de Ja variable 


Sve 
~ 


par deux circonférences de centre o, l'une C, de rayon 1 + ¢ (¢, quan- 
tité arbitrairement petite), l'autre C, de rayon R quelconque mais 
supérieur à 1+¢ : ainsi les points singuliers €=4;, ...,4,., 
(0 = tres <<... ei, vi= 1) seront tous intérieurs à C,, et, 
pour ¢; assez petit, les points £ = 4, : 1; seront extérieurs à Cy. D'après 
la propriété qui vient d'être établie au sujet de la substitution Y (n° 22), 
(F) possède deux intégrales, soit Z, et Z,, telles qu'à l'intérieur 


s 


? : ay a y ; s : 
de € les quotients Z, : € et Z, : £ * sont holomorphes. Ces quotients 


Oe 
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pourront donc être développés en séries de Laurent sous la forme 


r oa a EU le tr 11 4 pee 1 
(a 


= s s= à 1 5 ss i 
Fae ti. tp + fn 3s Ur, t} | 


= S 


ed 


les /,, étant holomorphes en 4£ pour [4£|<Rtet les /,, en 1: 
pour || >1-+¢, On déterminera les coefficients de ces séries par la 
méthode de M. H. von Koch ('); de cette méthode, et de l'holomor- 
phie des coefficients de (F) par rapport à @, 4 il résulte que, l'un des 
coefficients de /,, étant pris égal à 1, les /,4, envisagées comme fonc- 
tions de £, seront uniformément convergentes dans € pour o<|4|£r, 
(suffisamment petit), et envisagées comme fonctions de #f, 4}, seront 
holomorphes relativement à ces arguments dans le même champ. 
Ainsi, pour {; infiniment petit, 2 CU convergent vers deux inte- 
grales 


a 
Taf hes 0, 0), LE 


canoniques en æ =o pour l’équation (F°) qu'on obtient (*) en fai- 
sant ; = o dans (F); les exposants de Z°, Z° étant exactement égaux 
à ys: 2 (n° 22), on peut toujours supposer que le coefficient pris 


égal à 1 dans j,,(æ; G, 1; *) est le terme initial /,,(0; 0, 47°); 2, etZ, 


i? 
sont donc complètement déterminées. De meme, si dans Z, et Z, on 
laisse £ constant et qu'on fasse tendre ¢; vers zéro, Z, et Z, tendront 


vers les fonctions 


(1) Acta math. t. 16. 1892. p. 217. 
(2) La matrice des coefficients du système (T°) correspondant à (F2) s'écrit 


NI 
a— — OES Cs es 
2 à 2 < Le 
—— > N eee (1, matrice-unite ). 
re md Cy 


Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — AVRIL 1925. 13 
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qui seront les intégrales canoniques, relatives à £ = oo, de l’équa- 
tion (F) qu’on obtient (') en faisant dans (F) x= LE, puis t;= 0. 

Ce point établi, observons que (F) possède dans le domaine de £ 
deux intégrales canoniques 


Gi Et qi (Es die 47), Ga == EP 1G2(6, dé, 47) / 


avec | . 
p,(03 tf, 4) = 1 po; Cj, LE), 


2, ets, étant holomorphes en E OUR [El <t et en /;, ¢;* pour | é;| 
‘assez petit; ¢; tendant.vers zéro, Ÿ, et ©: tendront vers les intégrales 
correspondantes 


LE, — Etuss 9,(&; 0, 0), — Eros (E; 0, 0) 


de (F). D'ailleurs (F) ne possède aucune singularité à l’intérieur du 
segment (0, 1... :1)delaxeb, E: par suite, en un point = +, inté- 
rieur à € les prolongements de ©,, ¢. sont des fonctions holomorphes 
de é, ti, t; ‘tendant vers les valeurs correspondantes des prolongements 
F7 y+ 
Sar S2e 


Cela étant.on peut écrire 


a A, Zp + B,, Lee <= A, &, {+ B, 45, 


les coefficients A;, B; étant déterminés par les équations 


dj À Us dL 


nc: dE — dE ats Î dE 


où l’on fait =v. Comme les dérivées de Ÿ,, Z,, Z. admettent des 
représentations analogues à celles de ¢;, Z,, Z:, les coefficients A,, B; 
seront des fonctions de ¢;, ¢; * holomorphes pour ¢;= 0, et prenant en 


(1) La matrice des coefficients du système (T) qu'on déduit de (T) par la substitu- 


; n+1 Ah— : 
tion 31 = (4) 32 et le passage à la limite 4; > 08’ écrit Ÿ E = où roe lim c—A*%c, 
; i =p =e 
ht 


[ oO ti \s 
et c-: avec g=(—). 
0 8: ty 
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ce point les valeurs A;, B; fournies par les équations 


= ee = It re dZ dhs 
j À; Z,— j dia 5 oI oS wf j = ; —— Z 
PE + B;2 dE Î + B; dz 


On peut donc écrire 


ae a [ru x; tj, 1} y+ fal un) 


‘ 


BE) ime ti t} “+ fa (fs té, a). 


la représentation étant valable ae que soit x, positifet < t,.,=1('). 
Soientalors y;(j = 1, 2) les intégrales de (E') canoniques en x =o 
qui correspondent à ¢; en vertu de (19) et (47); on aura 


rie (re) 


avec 
Ae Il fee sei 
; g=1 
et 
lns ln 
(49) if (yp rde= | Aide GPU) 
avec 
(50) F;(0,0) = A ae ody eee i (xr; 0, o) dx 
n+l 
(M= Yo). 
h=i é 


et #;(£;, t!*) étant holomorphe en ¢;, 1; * pour | ¢;| assez petit. 
On trouverait enfin 
a+ 


Ga) fa rp dee Peet) LE Af" ae , [le ex yn 


“a h=i 


x PJ oe mme aya 


== Mae, (ti, tf") 


ee 


(1) On peut toujours supposer #11 (sinon, on raisonnerait sur ti, ti, titi 
comme actuellement sur #h42, {n+41, tn). 


AE = ‘Il CE em (— ayn 


= 


: Et maintenant, si l’on revient aux notations du n° 12 (p. 73), ilsera 
se facile d'exprimer en fonction de ¢ le rapport des longueurs des 
à ie vie nA Se AR A bo IEA effet, d’après (3), on a 


bats i ” b 2 
a (+ “(Me ) de 


a 


Wav wa 
fo G4|+ (IF) de 
/ 


(59) z= — 


flues pepe bs gi+ DU |) te 


adv ar 


> 


quelle que soit d’ailleurs la nature du côté, rectiligne (problème de 
Plateau), ou curviligne (problème de Schwarz). Or, si l'on 
fait # = n + 1 dans la Tonton de g(x), Ar), 2. (2), hj () (n* 1 
on aura 


Koi) ae) Ate OR) PAC) eA (Basie, ( Py. 


Reste à évaluer D? : 4?, qui est égal, d’après (17) et (18), à 


AB (gh) (gi), 
L'an | CD (hh, Cg hy? 


or on peut écrire 

Stee) = AE (Tr), hy (2) = NtBoe, (er) 
avec 
(Eh) pa (Eva A, HO), 
2—6,)Bno, (Es; ti, ‘pepe 


2, et, Mant holomorphes en £—+,, sur le segment (o, ) et eng, 
(D'après la définition de (D, 4°) on trouve aussitôt 


1? 14 fit = Br +1 (8:5, )(01) 


(ait) = = 


; = fas Bat) s 1 
4 IL DAT), 


| 
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w étant en général une fonction holomorphe de #, t!* (indépendante 
de =). Admettons provisoirement ce dernier point; on peut écrire 
alors, d’après (52), (93) et (54) [QG et % étant des séries en x 
(— ti)’, (— 4)" "à coefficients réels], 


{a+ 
af’ |A2}(0? + wo?) dr 
t 


(95) MT , 


tn+e 
ve A (CF + 52) dx 
i 


nt 


d 


soit, d’après (49) et (51), 


(56) x — LA MATa 1) ) OL A) ati DL 
Lie Dali LT) DENT NZ AIS) 2 


or comme A, et A, ne peuvent être nuls à la fois, ,(0,0) et #,(0, 0) 
ne sont pas simultanément nuls; et puisque w(o, 0) 0, on a obtenu 
ainsi la formule fondamentale 


longueur A, Aj. Srey 
: RENTE = rs ck ds, frei 


(97) 


longueur À,4 Ange 


f étant, pour | ¢;| assez petit, une fonction holomorphe de # et #!”. 


24. Cas où la ligne brisée A;,A,...A,,,A,.,, est plane. — W nous 
reste à examiner si w peut cesser d'être holomorphe et non nul 
pour t;— 0; or je dis qu’une telle éventualité ne saurait se produire que st 
la brisée À;_,...A,,, est plane. 

En effet, observons d’abord que l'équation (F) (p. 98) définit une 
surface minima (S) passant par une brisée A;...A,, et dont les côtés 
sont parallèles à ceux de A;...A, et par deux demi-droites A’, A 


issues de A,, À,., parallélement à A;A;_, et à A,.,A,.,; On cons{ruira S 


n+) 
mh 


ra FT ] Dv? Ps ie Oe 
en prenant actuellement G = #AC,, H = 3A, avec À = | [LE ARE 
ER - 
et le rapport 3: étant déterminé comme au n° 12; si le côté A, A, 
n'est pas parallèle au plan A,4,,,4,,, la formule (17) fournira 
* pour 42: 2? une valeur bien déterminée, finie et non nulle, soit 


Ga £660) : (RATE): 
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Or d’après les Propriple établies au sujet des équations (F) et (F), et 
de leurs intégrales © et ¢, le rapport ; 4? : x? constitue nécessairement 
la limite de w(t), 1) pour = 0. ha 

Supposons maintenant que A,,_, À, soit parallèle au plan A, A,.,A,.:; 
s'il existe un indice (5) tel que les sommets A,_,A,.. AT 
forment une ligne brisée gauche, le fait n'étant plus exact pour la 
brisée A,...A,,», on remplacera Fer eh par les intégrales cano- 
niques ?’, 2” relatives au circuit enveloppant 6,, 6,1, ..., 6,3 en vertu 
de la remarque qui termine le n° 12, $:4 pourra être déterminé à 
l’aide de Z,, %., 2’, 2” et aura une valeur finie et non nulle : la conclu- 
sion précédente subsiste donc. 

Il nous faut envisager maintenant le cas où les sommets A; ,, ..., 
A, sont dans un même plan : s’il en est ainsi, on ne peut plus 
affirmer que w est holomorphe et non nul pour ¢;= 0; mais, d’après 
(56), la formule (57), ne saurait cesser d’être exacte que si l’on avait 
en même temps #,(0, 0) = 0 = w(0, 0) ou F,(0,0) = 0 = w'(0, 0); 
en vertu de (50) on aurait alors A, =o ou A,=0; il nous suffira 
évidemment d’examiner la première hypothèse. 

Puisque la ligne brisée A;...A,., et les deux demi-droites A’, A" 
sont dans un même plan, lintégrale 4 qui suffit à définir la surface 
minima plane S se reproduit à des constantes multiplicatives près 
(n° 12) quand Z décrit des circuits fermés successifs autour des points 
D Orel Biers Ca) ist. dr) c'est. une intégrale 
de ( I) à dérivée snbniau tabodnelie ('). Pour que lon ait 


A, =o, il faut ct il suffit qu’en § = x, Z, appartienne al’exposant s : 2; 
or il est aisé de se rendre compte que cette circonstance peut se pro- 
duire effectivement. 

Kn effet, on peut écrire 


n+l 
a Se ¥ VE - 
2=c[e-e) - PES 
CET 
PE Se Se 
(1) Ce eas particulier a été étudié précisément par G. Darboux (loc. ect. ), dans Vhy- 


pothèse où les sommets du contour peuvent être infiniment éloignés (surfaces minima 
passant par des droites parallèles à un plan fixe), 
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- C étant une constante et P un polynome de degré p; de plus, 


9 , x ’ Syn 
_ lexposant Y. est égal à l’une des quantités z, ou 8, du n° 8; 
- ona d’ailleurs 


nh NM A m Ni 
Es: = 2 h I / - 
Ah ve ( ee ee eS LR) Bn == _ ( : eo mi). 


fi 2, > Tw 


Mais d’après la définition de V, (n° 8) le segment plan S ne peut 


Fig. 1. 


être représenté conformément sur le demi-plan R( oy — 1)<0 ou 
R(EV— 1) > o que si l’on a constamment y, = An OÙ Yi = 5, soit 


Vin à 
pet... (+ im) (EEE), 


nl 
Sts 
DIS 
> 
SE 0) 


Te 


eten£— +, Z, appartiendra dès lors à l’exposant 
n+l q 
a Ni 
= Se), 
i 9 T 
dE 
Or 


à Vat Vit Veer — G9 S(t —i)r.. 


h=i+1 


DS Re RÉ es « s 2 
© désignant la somme des angles A; A, A,.,etA;A,.,4,.,,c'est-à-dire 
or — V: il vient donc 


n+1 


ae El nc) Ne 


LES 
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et par suite, d'après (48), 


p=e(< +M)—p= 


x 


(s+M)—p, 


D | m 


la réalisation de la circonstance envisagée équivaut done à l'existence 
des relations :=+1,M=o (d'où m,=o et \=1), p=o. 
Or, dans ce cas, pour /; infiniment petit, 7, tend vers! intégrale 


d'après (51), le numérateur de (55) est au moins de l'ordre de 4; le 
dénominateur est la somme de deux termes infiniment petits dont le 


premier 


est de l'ordre de # d’après ce qui précède. Ce dénominateur est 
done de l'ordre de # (o£s"£s), et, par suite, le rapport (55) tend 
vers zéro comme {; ‘au moins, résultat qui suflit à assurer la validité 
des développements ultérieurs dans le cas d'un polygone dont les 
côtés ont l'orientation exceptionnelle signalée plus haut. 


TROISIÈME PARTIE. 


RESOLUTION DU PROBLÈME DE PLATE AU-SCHWARZ, 


25. Késolution du problème de Plateau pour le quadrilatère gauche. 
~ Abordons maintenant la résolution du probleme de Plateau, et pro- 
cédant par récurrence, commencons par le cas du quadrilatère (n = 1). 

Les inconnues à déterminer sont au nombre de deux : ce sont le 
point singulier 4 =4(4, 4, 4, ayant été placés eno, 1, 2) et la cons- 
tante 4 du n° 12. Or actuellement, (E') ne doit posséder aucun point 


= 
" 
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apparemment singulier a = A (n° 9): mais le système différentiel (G,) 
attaché au contour se réduit pour a =1 à l'équation (VD de M. Painlévé, 
dont l'intégrale générale est précisément (1). Après avoir choisi 
(n° 11) l'intégrale A(9 de (VD) qui résout le problème de Riemann pour 
le groupe de monodromie G défini par les directions des côtés du 
quadrilatère, il faudra faire varier ¢ par valeurs réelles j jusqu'à ce que 
le point apparemment singulier x= 2%(t) de (E') vienne coincider 

avec l’un des points singuliers o, 1 ou + de (E'). Nous allons montrer 
que le problème est toujours possible. 

En éflet, on peut toujours supposer que la représentation du seg- 
ment S de surface minima sur le demi-plan supérieur a été effectuée 
de telle sorte que les images des quatre sommets du contour sur l’axe 
réel se succèdent par exemple dans l’ordre 0, 4, 1, x; il nous faut 
étudier les intersections avec les droites À = 0,1 —1,A=1,x = de 
l'arc réel o <1<1 de la courbe intégrale qui convient au problème. 
Or, d’après [R, n°48], ou d’après notre Mémoire sur l'équation (VD ('), 
si ¢ (ou 1—1) est infiniment petit, 7 (ou r — A) est de l’ordre dev 
[ou (1— @)], avee os <1: l'arc de courbe représentative admet 
done aux points 1= 0 =), t=1= 7. deux tangentes verticales. Écar- 
tons alors le cas où (4) possederait un pole au moins dans I’ inter- 

valle (0, 1) : l’équation À = aurait alors une racine au moins; 
puisque Vintégrale 2(1) est dépourvue de points non algébriques 
mobiles, elle est continue dans Pintervalle (o, 1) et d’après lorienta- 
tion des tangentes aux points 1 = 0, ¢=1 Varco 11 de la courbe 
ANSE devra rencontrer en un point au moins lune des droites 
==T( fig. 2, p. 100). 

Bh (uit me l'ensemble "+ équations À = 0, À — 1, 
peut avoir qu'un nombre fini At de racines dans l'intervalle ouvert (0, 1) 
sinon elles auraient un point d’accumulation =, ce qui est absurde; 
car = ne peut être ni un point intérieur (en vertu de la fixité des points 
non algébriques), ni une extrémité de l'intervalle (en vertu de ta 
Tape de l'intégrale en ces points). 

Ainsi, (E') devra insider avec Pune quelconque des 1 équations 
D, au moyen des Jt solutions précédentes; (E') ayant été ainsi 


‘A 


(!) Ann. se. Ec. Norm., 3*série, t . 34, 1917. p. 328, n 


Ann. Ec, Norm., (3), XLV. — Avrit 1928. 14 


106 RENÉ GARNIER. 


construite, le rapport b:a sera déterminé (n° 12), et pour définir S 
il ne restera plus qu’à calculer a, par la formule (') 


: 2 
«ef [se + a hi? a) dr = long. A, Aj. 


Réciproquement, on voit aussitôt-que les intégrales G = ag, I= bh 


Fig. 2. 


a a a | 
Àzt 
el 
1 & 0 t 0 Tae 


qu’on vient de calculer définissent bien une surface S répondant à la 
question. 


Présentons enfin une remarque relative au cas où le nombre 91 des 
racines des équations À =0, À —1, A=, À x comprises entre o 
et 1 est supérieur à 1. Faisons tendre ¢ de l’une /’ de ces racines à une 
autre racine 7” et supposons, par exemple, qu'on ait 2({)—o, 
ACL) = 1. Supposant ¢, = ¢, t,=0, t, =1,7,= x, on maintiendra fixes 
les sommets A, et A, : le quadrilatére A, A, A, A, se déformera en per- 
dant (*) Pun des sommets A, ou A,; le segment S s’étendra à Vinfini 
tout en gardant trois sommets à distance finie : deux fixes et le troi- 
siéme mobile sur une droite fixe. Quand ¢ tendra vers £’ le quadrila- 
tere reviendra à sa position primitive, mais le segment primitif de sur- 


(1) Ainsi, actuellement, il n’y a qu'une seule fongueur qui intervienne dans les équa- 
tions de condition : c'était bien évident @ priori. car tous les quadrilatères gauches 
dont les sommets sont à distance finie, et dont les côtés ont des directions données 
sont semblables entre cux. 

(7) Car on a dans (14) (pour À #0. 1. tou x) : Nea=o, Nat, n—=1: l'un des 
entiers my doit done être égal à — 1; ce ne peut être ni vey, nim, | puisque A, et A, 
sont à distance finie). Suivant qu'on prendra ms. où M3=—1, on obtiendra deux 
équations linéaires — donc deux séries de surfaces minima — distinctes. 


a 
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face minima aura été remplacé par un segment différent : ainsi, 
lorsque le quadrilatère gauche sert de contour à IU segments distincts de 
surfaces minima, on passe de Fun à l’autre de ces segments par quatre 
suites distinctes de dé formations où le quadrilatère cesse d'être fermé, le 
segment qu'il limite s'étendant à Vinfini. 

Dans le cas d’un contour polygonal quelconque (n > 1) on procé- 
derait de même pour obtenir un résultat analogue. 


26. Résolution du problème de Plateau pour un polygone possédant 
un côté arbitrairement petit. — Le problème de Plateau est ainsi résolu 
pour un quadrilatére gauche quelconque. Admettons maintenant 
qu'il ait été traité pour un polygone gauche à n+ 2 côtés, et montrons 

1 ‘ t . , 
qu on saura le résoudre pour un polygone €,_; présentant un côté de 
plus. 

L'intégrale (s,, ..., z,) du système (2,, G,) attaché à @,, avant 
été choisie comme il a été dit plus haut (n° 11), l'équation linéaire 


(E') — soit (E\) — attachée à €,.; n'est pas encore déterminée : il 
faut encore calculer les valeurs de ¢,, ..., ¢,. Or, pour construire, à 


une homothétie près, un polygone €, dontles côtés ont des directions 
connues, il faut se donner les rapports mutuels des n côtés A. A;, ..., 
A, A3 les trois autres côtés sont alors immédiatement déterminés 
par leurs directions. Écrivons que ces rapports (qui sont des fonctions 
de £,, ..., ¢,) ont des valeurs déterminées, c;, et exprimons en outre 
que l’un des points apparemment singuliers coïncide avec lun des 
points singuliers (') 4,, ou encore que 3, (1, ...,1,) = 0. Ceei nous 
fournira » équations (&) entre ¢,, ...,¢,; il faut montrer qu'elles pos- 
sèdent une solution au moins. 

Pour cela nous commencerons par établir qu'il en est bien ainsi 
quand l’un des côtés, soit A,A,,, est infiniment petit. Les équa- 
tions (&) se divisent alors en deux groupes : Pun est formé des équa- 


tions 
(58) (&;) j at yh Oe ee be Sate” ea Ita he 
(&') l == Os 


(1) La valeur de À étant d'ailleurs pas imposée @ priort: vide tnfra. 


- 8 
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l’autre se réduit à l'équation (&,) où c, est arbitrairement petit. Or, 
quand ¢, tend vers 4,,, (=0),0n sait par [R]que les z,(#Æn,n+1) 
tendent vers des limites finies, bien déterminées, solutions d’un 
problème de Riemann pour une équation linéaire (E') qui aurait 
comme points singuliers £,, ..., 4,1, Cust =O 4,2 =1,ln,3 = eet où 


* 


la constante d,,, serait remplacée par s*, — s désignant toujours 
l’ordre de 3, pour t4,— 0; d’ailleurs 3, et A, étant du même ordre, 


* 


s coincide avec l’exposant s introduit plus haut (n° 19). Or actuelle- 


\ : 3 . Cet 71 I Vi L 
ment, les exposants des points singuliers de (E') sont + (: RÉ 


ceux de l'équation linéaire (E,) privée de terme en y’, qui est envi- 
sagée dans [R](n°8, 12) sont donnés par la relation 


cette équation se déduisant de (E') par une transformation y| uy, 


di= (5 — 1 | 


Mais précisément on a établi que s—V:7, V désignant l'angle 


compris entre o et 7 que forment les vecteurs A,_,A,, et Ang, Aus cet 
angle est done bien le supplément de l'angle V,,., du polygone @,,., 


ona 


vers lequel tend €,., lorsque ¢, tend vers 4,,,, et l'équation (E') se 
réduit à l'équation (Æ,_,) attachée au poly gone €,., vers lequel tend ©, ., 
lorsque t, tend vers 1,,,. 

Dès lors, les équations (58) qui ont leurs premiers membres holo- 
morphes en #), (), ‘tendent vers des équations-limites bien déterminées 
qui résolvent précisément le problème de Plateau pour C,,,,. Or, par 
hypothèse, il existe au moins un indice / pour lequel ces équations- 


0 


limites admettent une solution (au moins), bien déterminée ¢, = 7°, ..., 


t, ,=)_,3 on conservera cet indice pour |’équation (&’) relative 
a C,.,3 dans le cas où l’on aurait À = n +1, on prendra pour (&/) 
l’une ou l’autre des équations z,=— 0 ou 3,., = 0, ce qui introduira une 


bifurcation dans la série des surfaces minima passant par €... 
Cela étant, les équations à résoudre pour ¢, infiniment petit se pré- 
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senteront sous la forme suivante : 


TA SR a ty PRET ET ttes 
FORCES D Pens HP ln Et 
(9) the | ahr Sze Sigg A = eae cu pal aimee eto ene OW es 5 
TN nn oye ee Pete hate 
le ee bese bata Sg be Onl 
Ji, ++++f, étant holomorphes en 4, — 7), ...,¢,-. — 4, &, 4 quand 


ces variables sont suffisamment petites en module : c’est une consé- 
quence des résultats établis dans la seconde Partie, et en particulier 
(pour /,) de la formule (57) ('). Admettons que le déterminant fonc- 


, DTG ee IN T3 
tionnel pia: —-~ Nest, pas. nol, por yet) oe sy he rt 


n—-4? 
= 0 (7); les équations (59) posséderont une solution bien déter- 
minée 


s J —<S 


1 s ts 
. 02> GN piste. ples pee — “i+: A+S clits 
t;— = oj ci, des) CT Ten Wp ae las di), 


oj(u, 8) (j =1,...,n) étant holomorphe (*) en uw et ¢ pour|«| et |¢ 
assez petits; d’ailleurs les coefficients des ¢; s’exprimant rationnelle- 
ment à l'aide de ceux des /;, sont nécessairement réels : le probléme de 
Plateau sera donc sûrement résoluble pour le poly gone €, st le rapport e, 
est assez pelt. | 


27. Exclusion des singularités transcendantes dans le prolongement 


de la solution à un polygone quelconque. — M nous faut montrer main- 
tenant que c, croissant depuis zéro jusqu’à la valeur C correspondant 
au polygone donné €,.:, la solution (4, ...,4,) qu'on vient d'obtenir 


tend vers une solution-limite, réelle et bien déterminée. Or supposons 
qu'il n’en soit pas ainsi, et soit c) la borne supérieure des valeurs dec, 
telles que pour o<c,<c} le problème de Plateau possède une solution 


(1) On modifierait aisément la dernière équation dans le cas exceptionnel du n° 2%, 

(2) Nous établirons ce point au n° 28. 

(3) On démontrera aisément que l'équation f(y’, 1) = x où f est holomorphe 
en ys.y1=.[/f(0.0) = 1] possède une solution y = æo(æs, 21-5) où o est holomorphe 
en xs, æt[+(0, 0) =1]; pour le voir il suffit de poser y = x(1-- 2); la racine Z de 
l'équation transformée peut être développée suivant les puissances des variables .2° 


(A PER 
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bien déterminée, réelle et holomorphe autour de chaque valeur dec, 


s 1-2 
este pour ¢,= 0, holomorphe en cet c ): en vertu du théorème 
fondamental des n° 23-24, &l est impossible que €, tendant vers €, le plus 
petit des [4 —t,,| tende vers zéro : en effet, d’après (57), l’un au 
moins des rapports c, serait infiniment petit. 


1+ 


ue 


Ainsi, ¢, en tendant vers ec, tl existe un nombre positif o tel que les 
distances mutuelles des points t,,.,.,1, et leurs distances aux points (") 
bu = 0, lyo=i, lys = — 1 demeurent supérieures à 5. Le point M 
(4, ..., 4,) reste donc intérieur (au sens large) à un domaine (Il) 
(n° 4), intérieur lui-même (au sens striet) à la pyramide (II) définie 
par les inégalités 


PE <a ee, 


Or, en tout point de (II’) les fonctions =, ou Aj, ne peuvent présenter 
au plus qu’une singularité polaire; comme on Va vu dans la première 
Partie, le rapport b:a reste holomorphe et les intégrales g(a) et A(.2) 
possèdent au plus (quel que soit x, /;) une singularité polaire 
d'ordre 1, en sorte que les prenuers membres des équations (&') et (&;) 
({=2,...,n)sont holomorphes en tout point M de (AV). 

Cela étant, désignons momentanément par 


LOS MEN" Un): 


les équations (&;) et attribuons aux /, un système de valeurs quel- 
conques, {; appartenant à (I) et annulant z,. Les /; prendront un 
système de valeurs wv’ et à chaque point M°(#, ..., 1) de (I) annu- 
lant :, on pourra faire correspondre un nombre positif < tel que les 
différences !,— {} soient des fonetions holomorphes des u;— uw‘ lorsque 
les w; vérifieront les conditions jw; — uf} <<: l’assertion précédente 
ne pourrait être en défaut que si le déterminant fonctionnel @ des /; 
par rapport aux /, s’annulait en M", mais nous verrons tout à l’heure 
qu'une telle éventualité est inadmissible. 

Ceci posé, d’après le théorème de Borel-Lebesgue les nombres e(M) 
ont dans le domaine fermé (Il; :,— 0) un minimum essentiellement 
positif 2,3 1 suffit de prendre u°—c,, ..., u° = Cn, et |e, — ec) | <<, 


iN 


(') [est plus commode actuellement de prendre ici ¢,,3;—=—1 et non pas tn+43= D. 
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pour être sur que, c, tendant vers c’, le point (¢,, ..., ¢,) tend vers 


une position limite, réelle et bien déterminée, résolvant le problème 
de Plateau pour c,—c?; dans le voisinage dec’, ¢,,..., ¢, sont des 


fonctions holomorphes réelles de c,,—c°: ainsi le point d’arrét c? ne 
saurait exister et le problème de Plateau est résoluble pour c, = C. 


28. Exclusion des singularités algébriques. — Toutefois, la validité 
de la démonstration précédente est subordonnée à une condition 
fondamentale : @ ne doit s’annuler en aucun point du domaine 
CII’; 3, = 0). Tant que ce fait n’aura pas été établi, on peut seulement 
affirmer qu’en c° la solution (¢,, ..., ¢,) est une fonction holomorphe 
ou algébroide (') de c,— c,, de sorte qu’a priori, nous ne sommes pas 
stirs qu'au delà de c} le point (t,, ..., t,) reste réel. Il est donc essentiel 
d’exclure l’hypothése précédente (?). 

Or, considérons les surfaces minima passant par les côtés fixes 
ALA;,..., A,_,A, de C,,, et par les côtés de directions données mais 
de longueurs variables (sauf le second) : A,A,,,, Anvi Anse, Anse Ansa, 
A,.;A,, A, A,. Ces surfaces ne dépendent que d’un paramètre variable : 
montrer que @(c})Æ orevient à établir qu'en c; la caractéristique de la 
surface ne peut coincider avec A,,,A,.,A,,,A,. Or, s’il en était ainsi, 
on pourrait construire pour c) —c, infiniment petit positif deux surfaces 
minima S,, S, infiniment voisines et passant toutes deux par le mème 
contour C,.,,(c,), infiniment voisin de €,,,(c,). A chaque point M, 
de S, faisons correspondre le point M, infiniment voisin, appartenant 
à S, et tel que le vecteur M,—M, soit normal a S,; appelons <¢ la 
mesure de ce vecteur, ¢ étant un scalaire nul sur €,.,, mais dont la 
valeur absolue présentera sur S, un maximum non infiniment petit 
(+1 par exemple). S, étant une surface minima, la courbure moyenne 


(') Gar, dans la définition de ¢, on peut seulement affirmer que les #4 — ty sont 


113 
holomorphes ou algébroides en uj — uj, ete. 

(2) Cette hypothèse n’est autre que celle d’une variété de sureté, analogue à la 
courbe de sûreté du problème balistique : la vitesse initiale étant donnée. les paraboles 
de tir issues de O ont une enveloppe qu'elles touchent au foyer conjugué O0, de O; 
M étant voisin de O,, il passe par M, 2,1 ou o trajectoire suivant la position de M par 


rapport à la courbe de süreté. 


8x 
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de S, aura pour valeur (aux termes en as près) 


€ 
To — BIN By 
2 i ‘ 


Ac étant le paramètre différentiel du deuxième ordre de S, (construit 
pour la première forme différentielle quadratique) et K la courbure 
totale de S,. Mais S, étant minima, on aura 4c — 2K5 — 0, ou 


(60) Ato+ 29 =0., 


A*s étant le paramètre analogue, mais construit à partir du ds? de la 
sphère de rayon 1 sur laquelle on a représenté S,. Ainsi donc, pour 
que @(c") =o, il faut que l’équation aux dérivées partielles (60) 
admette une solution 5(=, =,)(=et =, variables conjuguées) s’annu- 
lantsur l’image sphérique de ©,,.,(¢2)('). Or si l’on pose = =u-+ey¥—1, 
# et v étant réels, l’équation (6o) prend Ia forme 


AL #3 


(61) 


Ou. OF (w+ e+, À 
complètement indépendante de c,; tout revient à rechercher si, sur Ja 
sphère X(w, +), (61) possède une solution non identiquement nulle, :, 
s'annulant sur l’image sphérique de ©,,.,(¢)). Or, quand c, varie, les 
polygones €,.,(e,) ont la même image sphérique TV: car V est formée 
dares de grands cereles ayant leurs plans orthogonaux aux côtés 
correspondants de C,,,; @ priort, ces ares ne sont déterminés qu'à 
leurs compléments près à la circonférence, et à des multiples près 
de 27; mais le sens et les multiples de 27 ne peuvent varier par con- 
tinuité; Pest done invariable. Mais alors, si pour c, = c! on pouvait 
construire une solution de 4c — 2K: =o, nulle sur €,,,(c!}, et non 
identiquement nulle sur le segment de surface minima passant par 
Cie), on le pourrait encore pour o<c, <c", ce qui est absurde. 
I est done établi que @(c,) ne peut s’annuler, et le problème de 
Plateau est ainsi résolu pour un polygone gauche quelconque. 


(1) Fest d'ailleurs bien connu que lPéquation de Schwarz (60) jouc dans le pro- 


bleme de Plateau le même rôle que l'équation de Jacobi dans les problèmes à une 
dimension du Calcul des variations. 
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29. Extension des résultats précédents au problème de Schwarz et au 
problème mixte. — Indiquons maintenant les modifications qu’il faut 
faire subir aux résultats précédents dans le cas d’un contour de 
Schwarz ou d’un contour mixte. Le seul point nouveau réside dans la 
formation des équations transcendantes qui vont remplacer les équa- 
tions (G) du n° 26. 

Dans le cas d’un contour de Schwarz, prenons par exemple pour 
axe OX l’intersection de deux plans II; consécutifs, soient IL,,, et IT,: 
le sommet A,(æ—1,) devra être situé sur cet axe. Soit X, son abscisse ; 
d’une manière générale, l’abscisse du point de la surface correspon- 
dant au point analytique x sera 


X=Xy+ ay oa f (G?— HI) de. 
ty 


Exprimons alors que le sommet A;(i = 2, ..., n + 2) appartient au 
plan Il; d’équation A;X + B,Y + €;Z + D;=0; nous obtiendrons la 
relation 


li P 
(62); wal [ P; ’ 


/ 
(x. ana | + D;+ A;X,=0 


avec ; 
P:(G, H) == As —1(G?— H°) + B,(G?+ H?) + 2C,\/—1GH, 


et a, b ayant la même signification qu’au n° 12. D'ailleurs, il n’y aura 
pas lieu d'écrire l'équation (62),,; correspondant au sommet À,., : 
car, une fois qu'on aura exprimé que le groupe de l'équation (E) 
coincide avec celui des substitutions linéaires définies par les direc- 
tions de plans Il;, le sommet À,,, appartiendra nécessairement aux 
plans de directions données passant par A,,, et par A,. Or, si l’on éli- 
mine X, et a? entre les équations (62), on obtient n —1 équations, qui, 
prises (') avec l’une des équations =, = 0, forment un système, entiè- 
rement analogue au système (&) du n° 26, et dont les coefficients 
jouissent par rapport à £,, ..., ¢, de propriétés analytiques identiques. 

Comme pour le problème de Plateau, on montrera que les équations 


(*) Comme pour le problème de Plateau, on doit avoir N= n —1 (n° 9), condition 
qui est encore exprimée par une équation 34 = 0. 


Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — Avi 1928. 19 
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sont résolubles en £,,..., 4,3 ces inconnues étant calculées, a? et X, 
seront déterminés linéairement. j | 

Supposons maintenant que le contour donné soit du type mixte; il 
sera formé par une succession de p(21) chainons, le chainon de rang v 
comprenant 7; segments rectilignes corfsécutifs suivis de v; plans Il 
consécutifs. Le contour contiendra ainsi 2p sommets de deuxiéme 
espèce (n° 8), et l’on aura (n° 9) 


P ee 
n =Yu+¥Yu- 3, 


i=1 i=1 


P P 
r CE 
N= Pat Put+p—4, 


CE | = 4 


en prenant pour N sa valeur maximum, ce qui est l'hypothèse la plus 
générale ('). 

Cela étant, on formera d’abord une équation (E*)(n° 9), aN=n+p—1 
points apparemment singuliers; cette équation se déduit de (E') par 
la transformation rationnelle du n° 14 (p. 72); elle est d’ailleurs 
complètement déterminée par la donnée des p—1 nouveaux points 
apparemment singuliers A,..,, ..., Ansp_1 (réels) et par les valeurs des 
entiers m, liés par (14). 

La résolution du problème exige donc la détermination de n+ p 
inconnues : les points #,, ..., tr, les p — 1 points Anis, ..., Au et 
la constante a figurant en facteur dans G. Montrons comment on peut 
déterminer les quantités précédentes. 

Supposons que le chainon de rang ¢ soit formé des n;= f segments 
rectilignes ADS very Apy A,,, et de v= q plans, les sommets 
correspondants du contour étant A,,;, A,,r,1,..., À,,r:9. On écrira 
que les / premiers segments ont des longueurs données, que les points 
LE ty. ¢.j(J =1, «++, —1) sont sur des plans donnés Il;,, et que le 
point x = /,.,,, est un point donné du dernier plan; ceci donnera des 


’ A dl x . . x a . 
(1) L'hypothèse contraire revient à adjoindre au système d’équations que nous 
obtiendrons des équations surnuméraires 54— 0 qui en général ne pourront être 
vérifiées. 


Cr 
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équations de la forme 


fork b2 
a f (les ei) de = ln (i= a5 pants 


lot ks 


toate j b : 
at [ ti(a. Gh) de + Dj=0 (PERS, gs 
. (63) | 


ee f los fy b? : 
CORY Ba (= — hi ‘) dx | = Xo psy 
t 


lo+f+q b? FL 
aR ss (s = ae ne) de =} p++) 
T 


1 


le sommet x = 1, étant pris à l’origine du trièdre OXYZ et les f ayant 
la même signification que dans (62);; or les équations précédentes 
sont au nombre de f + q +1, alors que le nombre des éléments du 


chainon est égal à f+ g: on en déduit que les p — 1 premiers chai- 
p—1 p 1 : 
nons introduisent Ÿ 2; + Ÿv:+p—1 équations. Étudions de plus 
i=1 i=1 
prés les équations fournies par le dernier chainon. 

Si le contour comprend un chainon au moins à v22 plans on 
pourra toujours supposer que ce chainon est le dernier, et en procé- 
dant comme pour le contour de Schwarz on voit que les deux côtés 
curvilignes A,,,A,::, A,,.À, du dernier chainon ne fournissent 
aucune équation nouvelle, alors que pour un autre chainon ils en 
auraient introduit trois {des types'(63),, (63),, (63),] : le nombre 
total des équations, pour tout le contour sera donc 


[P P 


Sut Sus p — 3—n+p. 


=) t= 


Supposous au contraire que l'on ait v; = 1 quel que soit ¢. Les 
équations (63), et (63), relatives à l’extrémité A; du dernier chainon 
se réduisent à une identité; de plus, le groupe de monodromie 
de (E*) ayant été défini à l’aide des directions des côtés et plans du 
contour, il est inutile d’écrire que l’avant-dernier côté À,,, A,,, (qui 
est rectiligne) possède une longueur donnée; le dernier chainon 
introduit donc seulement 7,= v,+1—3 équations, et le nombre 
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total des équations est encore égal à » + p : dans tous les cas, il 
coincide donc avec le nombre des inconnues. Or, il suffit d'éliminer a’ 
entre les équations précédentes pour obtenir un système de relations, 
entièrement analogues aux équations (&) du n° 26, et qu'on discutera 
par un procédé analogue; d’ailleurs, actuellement, au lieu d'appliquer 
la méthode de récurrence à partir d’un quadrilatère mixte (ou non), 
on partira d’un contour triangulaire mixte; la solution du problème 
dans ce dernier cas est une application immédiate de la théorie des 
fonctions hypergéométriques (' ). 


QUATRIEME PARTIE. 


RESOLUTION DU PROBLEME DE PLATEAU POUR LES CONTOURS CONTINUS. 


30. Rappel de la méthode de M. Birkhoff pour la solution du problème 
de Riemann. — Reprenons (*) !’équation (B) du n° 5 et supposons que 
les éléments a,,(3) de la matrice A(z) (de déterminant non nul 
sur C) soient holomorphes en tout point de C, sauf peut-être en un 
nombre fini de points où ils possèdent cependant une suite illimitée 
de dérivées. Les a,, sont donc holomorphes de part et d'autre de C, 
dans une région limitée par deux courbes, l’une D, intérieure, l’autre 
D, extérieure à C, D; et D, touchant C aux points singuliers de a(z). 
Nous supposons pour l'instant que dans l'aire (D,, D,) ona | 


(64) lauv(z)| <K, |D(z,, 5.) au] <K. 


(1) Votr G. Danmoux, loc, cit., p. 519, 553. 

(5) Dans toute cette quatrième Partie, on a interverti l'ordre des matrices figurant 
dans les formules de M. Birkhoff : ceci, de manière à harmoniser les notations avec celles 
qui ont été adoptées déjà dans [R]et dans le Mémoire actuel pour le problème de 
Riemann; en effet, nous avons écrit un système différentiel linéaire sous la forme 
dy 


; 1 : 
ah YA, et non sous la forme =A ~-AY employé par M. Birkhoff, 
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F * Sha ’ # . . 
en posant d'une manière générale pour une fonction ou une matrice 


Df ou Di(u,v)f= ie “ER, 
d’ailleurs, C, et C, désignant deux courbes fermées qu’on définira dans 
un instant et qui limitent une aire annulaire contenant C,D,, D,, on 
prolongera par continuité a(s) dans la portion restante de l’aire (C,, C.) 
de manière qu’en tout point de (C,, C,) les relations (64) continuent 
à subsister. 

Cela étant, envisageons le système 


| FY (a2) — F-(x)-(x)A(x)Gt(x), 
| Gad a> Gt (x) tr (mr) AS (2) F- (2) =1 [ +(¢ NI 


OI 


(65) 


où + est un point de C, p un entier positif, (x) une fonction analy- 
tique faisant correspondre le cercle|z| = 1, à la courbe (analytique) C 
et représentant conformément la couronne ¢~'</z|<o (¢, nombre 
positif >1) sur une aire annulaire contenant C : les frontières de 
cette aire seront précisément C, et C, ; enfin, les indices supérieurs + 
(ou —) caractérisent des fonctions ou des matrices holomorphes a 
l’intérieur (ou à l’extérieur) de C et continues sur C. Il est clair que 
la résolution de (65) entraîne celle de (B) : car on tire de (65) 


Fr(æy= Ate) [1+ GT {x)], 


et dans le cas (qui nous suffit) où € est la circonférence || =1, on 
satisfera à (B) en prenant D —F+, W—2’(1+G-). 

Or, moyennant les conditions (64), les équations (65) peuvent être 
résolues par approximations successives convergentes. A cet effet, 
on s appuie sur la propriété suivante (qui a son analogue pour les 
fonctions g—): l’intégrale 


(PO cays 
27) —-iv¢ S&H 


représente deux fonctions holomerphes /~(.2°) satisfaisant sur C a la 


relation 
| fF(2)— fr @yHr (r)gt(æ)a(æ). 
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De plus, si a vérifie (64) et si l'on a sur C |g*(=)|<L on déduitde 
la relation 


(66) press = Je" me 
a(x) rs) gt(s be 

at —1d¢, 3-2 
l'inégalité 


KL (5) | io: 
= = — ay = lz L, 
(67) lf (æ)|< as | fi \dz | fl ss | x 


% pouvant être rendu arbitrairement petit, pour p assez grand. 

Cette inégalité permet d’établir aisément la convergence des approxi- 
mations pourvu que l’on ait 2x <1. 

Au sujet de la solution G-(x), nous observerons que, d’après la 
forme même de l'intégrale de Cauchy ('), MG-(x) est, pour || très 
grand, de l’ordre de /:|x|(/, longueur de C). 

Un procédé analogue va nous permettre d’adjoindre à (67) une 
inégalité parallèle qui nous sera précieuse (n° 36). Soit C' une courbe 
entourant C, et intérieure à la couronne (C, C;) On aura, pour x 
sur C,, 


| | 5)— a(æ) 
+ TP (T)2T CE x —— (3) ot EEE) a. 
fre) = eg (nan + am f era) : 


ale) fmlsyet(s) p.. 
retort ne he 


on en déduit sur C, (et, par suite, à l’intérieur de C, ) 
|f*(x)| < 4,L, 


le facteur x, pouvant être rendu arbitrairement petit (pour Pp assez 
grand ). 

Rappelons maintenant comment M. Birkhof a rattaché la résolution 
du problème classique de Riemann à celle de l'équation (B); ce faisant, 


(') La notation A désigne le maximum du module des éléments de la matrice A, 


_ 
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nous nous placerons d’ailleurs dans les circonstances réalisées pour le 
problème de Plateau. 

Moyennant une substitution linéaire effectuée sur la variable com- 
plexe x des trois premières Parties, il est toujours loisible de sup- 
poser que les points singuliers &(1—1,..., n = 3) sont situés, non 
plus sur l’axe réel, mais sur la circonférence C(|æ|=— 1); c'est l'hypo- 
thèse que nous adopterons désormais. Les ¢; sont les images des som- 
mets À; d’un polygone Pan + 3 côtés inscrit dans le contour continu €; 
soit S; la substitution linéaire (n° 8) relative à A;; posons 


A,-=I, A;-:S;A,,, (= NS nee) 


et soit A(x) la matrice discontinue qui le long de chaque arc ¢;t;,, 
de C coincide avec A;,,. Définissons maintenant une matrice l(a) de 
la manière suivante : soit c; une circonférence entourant t; et admet- 

tant pour diamètre sa corde commune xx’ avec C; les rayons r; (qui 


Fig. 3. 


A; X; 


Lt Li-1 


seront précisés ultérieurement) sont assez petits pour que les c;soient 
toutes extérieures les unes aux autres. Cela étant, nous prendrons sur 
Vare 2,2, | 
C(x) + A;(:r) 
et sur l'arc x,x; 
re 


(68) ae) + A+ @ (FS) (Ai — A) 


t t 


avec 


1 


aie PEL Te eee 
0( uy f Esk gore f NIET pe 
0 


evo 


L’exponentielle tend vers zéro lorsque # tend vers o ou 1 en res- 
tant intérieur à la circonférence décrite sur (or) comme diamètre ou 
sur cette circonférence; l'expression (68) sera donc holomorphe à 
l'intérieur de c; et sur c;, sauf en x’, x; en ces points, elle admettra 
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. oe Et ’ = wah »’ 
une infinité de dérivées toutes nulles. Enfin, sur les arcs 3;,3;, le 
déterminant |@(ax)| est égal à 1; et sur 3,3;, on a 


(69) | U(a) |= (1 — 8) + 87+ 20(1 — 8) cos *, 


9; désignant l’amplitude de S; (n° 6). Or, dans le cas d’un con- 
tour €, à courbure moyenne bornée, les angles V, (n° 8) du poly- 
gone P, inscrit dans €, seront voisins de + lorsque les côtés de P 
seront assez petits; les angles 9; seront donc (n° 8) voisins de zéro 
et les zéros @ de (69) auront un module > K, K étant le maximum 
de |] à l’intérieur de c;; le déterminant (69) ne peut done s’annuler 
Sur 2 2). 

Les conditions de M. Birkhoff étant réalisées, on pourra résoudre le 
problème de Riemann, soit (dC), aux données [A (.r); C]; c'est ce que 
nous appellerons le problème préliminaire. Soient U*(x), U(æx) un 
couple de matrices telles que sur C 


(70) U*(2) = Ar) U (x5)'s 


A 

U(x) étant holomorphe a l’extérieur de C, sauf en x = x, qui peut être 
un pole; résoudre le problème de Riemann proposé, soit (R), revient 
à résoudre l'équation fonctionnelle analogue 


Y+(x)+ A(x) V(x). 


Or, soit $;(a — ¢;) la matrice de Cauchy relative à ¢; et à S,, c’est-à-dire 
Ke tj 


< ET Yi : 
la matrice à éléments de la forme Chi et subissant. autour 
de ¢; la substitution S,; posons, extérieurement aux c;, 


¥*(a) — Ut(2)Z (2x), d'où Ÿ(æ)- Ê(x)Z(æ) 
(car, extérieurement aux c;, & -: A), et intérieurement aux c; 
Y¥+ (a2) + Cf (a — t) Z;(.r), Yor) : Aes — tj) Z;(2), 


AN 
Shea Pl ' oe IP EAR iar 
5; et <; désignant les deux déterminations de %,, calculées intérieu- 
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rement et extérieurement à C et se raccordant le long de 4;x;. La 
matrice Z;(x) est uniforme intérieurement à c;; Z(a) est uniforme 
extérieurement aux c;, et l’on doit avoir le long desc; 


Zi(a) + [t7* (a 1 U(x)]Z (>), 


le crochet (qui peut recevoir indifféremment les signes + ou A) dési- 
gnant une matrice connue, uniforme le long de c;, Halginerphe en tout 
point de c;, sauf en xx’. La résolution a problème (R) est ainsi 
ramenée a celle de deux problèmes (H), soient (3€) et (de"**), les 
données du second étant portées par n + 3 courbes distinctes. 

Or, d’après M. Birkhoff, wn probleme (à) se ramène à une succession 
de p. problèmes (3€'); indiquons le principe de la méthode en sup- 
posant u— 2 et en en déduisant une conséquence que nous utiliserons 
plus loin. | 

Supposons que, c, et c, étant deux circonférences extérieures l’une 


à l’autre, soit [æ-— a;|= r;, il s'agisse de résoudre le système 
(72) F;--TiA;F 
xr — Aj : pathic : 
(sur es .avee Mir el II, 2); I’; désigne une matrice holo- 
ri 


morphe dans c; et F une matrice holomorphe à l'extérieur de c, et cy. 
On résoudra d’abord l'équation 


(72) G, TA, G (sur c;), 


G, et G ayant mêmes significations que F, et F; puis on posera 


FAC 1 Er QU Der GH, 


H étant holomorphe extérieurement à c., et H,, intérieurement à c.. 
Ces matrices seront bien des solutions de (71), pourvu que l'on ail 


sur ¢, 
1, <(G AG) 


Corollaire. — Supposons que à (=1:7) étant un nombre arbitraire- 
ment petit, les n+ 3 circonférences ¢; soient de rayon a/(/>1), les 
centres ge deux circonférences consécutives étant à des distances > hz 
(k, kh’, kh’, k”, nombres positifs indépendants de x); ainsi, les distances 
des circonférences à l’une quelconque d’entre elles, c,, seront supé- 


Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — Avan 1928. 10 
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rieures à #'x, 24/4, ...,(n+3)k'a; supposons encore que G conserve 
la même signification que dans (72) et que les MA; soient bornés 
supérieurement. D'après une remarque antérieure (p. 118), si x est 
à une distance d de c,, M(G — I) est en x de l’ordre de «/:d; une 
remarque analogue s'applique aux diverses matrices H relatives à 
Co, cs Casa L'application successive du procédé précédent donnera 
en un pointædec,, } 
rec [1 mA RENE mp ce =) de [1 SE" 8a! log | 


\ 


avec M <1: telle est la relation qui existe sur c, entre les solutions F , G 
de deux systèmes (71), le premier formé de n + 3 équations distinctes, le 
second se réduisant à une seule. 


31. Application au problème de Plateau : théorèmes préliminaires. — 
Inscrivons dans le contour de Plateau € un polygone P, de xn + 3 côtés, 
dont les longueurs respectives soient comprises entre k,a et k,x, 
aveca—1:netles k;, #;,... désignant toujours des nombres positifs 
indépendants de « ('). Le contour € ayant entre deux quelconques de 
ses points une courbure moyenne bornée (?), les angles V; (n° 8) sont 
de la forme (*)7 — ka; ainsi, les exposants «;, 5; de S;seront de l’ordre 


(1) On se rendra compte aisément que ceci n'implique aucune restriction relati- 
vement au cas où € comprendrait une partie rectiligne de longueur finie. 

(*) Pour abréger l'exposition, nous supposons que € ne possède aucun point angu- 
leux; mais, comme il a été dit dans l’'Introduction, les résultats s'étendraient aisément 
au cas où € posséderait un nombre fini de points anguleux. 

(3) En effet, considérons l'arc A;_;A;A;,, de C; désignons par t le vecteur unitaire 
de la tangente à €, par s l'arc compté jusqu'au point M a partir d’une origine fixe et 
alfectons de l'indice o les éléments relatifs à A;_,; la courbure moyenne étant bornée, 
on a[t—ty! < A(S— 5), d'où, sur l'arc A; 1 Ap Aja, 


RER 
[M—A;ii—(s— sy) ty < > (s1— $0) (5 — $9), 
s, se rapportant à A;,,. En particulier, A; appartient À un cône de sommet A ;-1, de 
révolution autour de to et d'ouverture £'# (car s;— so est de l’ordre de a). Il appar- 


. . . “ LU foe a prone 

tient aussi à un cône analogue de sommet A;,,; l'angle 7 —Aj_,A;Aj44, inférieur à 
Ÿ . . 

la somme de l'angle de contingence et des demi-angles au sommet des deux cones, est 

done de l'ordre de «. 


VASE 
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de «; il en sera de même des éléments de la matrice S;—I, et, par 
suite, de ceux de la matrice A,,, — A. Enfin, en vertu du théorème 
fondamental dum29,.0naura(‘) 1%, 2, ey Pace 

Cela étant, nous prendrons pour les c;, comme au n° 30 (p. 121), des 


circonférences de rayon 2/(f>1); la distance æ! x! sera donc très 


petite, en même temps que a, par rapport aux distances à a, 
4; X;,,; et les éléments de D(.r, £) (n° 30), pour x et E intérieurs 
à c; seront de l’ordre de a’. 


A ne” NS ‘ /\ 
Etablissons alors une propriété préliminaire des solutions U~ et U 
4 7 . . . . . 5 + A 
du problème (3€); je dis que, pour « arbitrairement petit MU* et MU, 
| a 
a!" MDU* et a! MDU restent bornés le long de chaque c:. 


En effet, pour U~ et 0, la proposition résulte essentiellement du 
procédé d’approximations successives et de la formule (66). Dans 
cette formule, MX est borné; la seconde intégrale est donc 
bornée; IND(a, 3)est borné lorsque, x appartenant à c;, = est exté- 
rieur à l'arc x;_,x,,,. Enfin, si l’on suppose x plus près de x, que dez;, 
on trouve que dans la première intégrale de (66) les arcs xx, 


et x, x; introduisent des contributions de l'ordre de (?) x log = et a; 


quant à l’arc æ;_,æ;, sa contribution est de l’ordre de 


[ 
1 (A 


(7-124) 


‘ 
Aes | <alai ef (|dlogo|+]do!). 
re = (7 \ ri) 


avec 3— x =e"; elle est donc infiniment petite avec x, 

D'ailleurs, si z appartient,.par exemple, à are +; ,æ;, on observera 
que sur cet arc D&—o; pour U*, le résultat obtenu subsiste donc 
lorsque x est un point quelconque de C (et « fortiori lorsque æ est 


(1) Bien entendu, on suppose qu'après la substitution linéaire indiquée au n° 30 
(p. 66), les images des points 0, 1, æ de l'axe réel coincident avec trois points de C 
dont les distances soient bornées inférieurement quel que soit a. Pratiquement. on 


supposera que ces images sont indépendantes de x. | Seth PE 
(2) On entend par là que le module de l'expression envisagée est inférieur 


I 
a kalog -» ka, ete, 


9 
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intérieur à C). Bien entendu, un énoncé analogue s'applique aussi 

Lv 

ite | ; 
Examinons maintenant DU+. Supposons d’abord que x et € soient 

intérieurs à C et plus voisins de x; que de 2°; on aura 


AUS | Ms ha 
D(r,E)U+ : Ten Non) Et 
é (Ti) this ) dz D(s, CRE 
LR er EC pre er A ic Ce 


Or, dans la première intégrale, C peut être remplacée par une courbe 
extérieure : cette intégrale est donc bornée en module. Reste la 


t 


seconde. Si s est extérieur à l’are a MDEA et = =| sont 


1 ANT 


A è ; 4 th, 5 , 
bornés; JILU l’est aussi, d’après ce qui précède; la portion correspon- 


dante de l’intégrale est donc de l’ordre de logæ '. Sur l’are æ; , 2, 


D& est nul; sur l'arc a’, 2}, la formule (68) ou encore la relation 


“s—t 
D(s, aj) & of cma a(t) dt, 


Li 


conséquence de &'(x;)-- 0 [ou de 0'(1) =o], montre que NDC est 
de l’ordre de x'—/; [(3—x;) (3 —x) "(3 —£)"| restant borné (en 
vertu de notre hypothèse sur la position de x et £), la contribution de 
cet arc est donc inférieure à #,«. Enfin, sur l’arc 2°; ,, on aura 

kyo 


[=— ai? 


RDA < 


la portion correspondante de l'intégrale sera de l’ordre de &'—/, 
Supposons maintenant BAUR et rE soient intérieurs à C, mais que les 
rapports i= — 4 et Nive 2 soient inférieurs à 1. Dans ce cas, on intro- 
E—: i 


duira, par An le point X intérieur aC, situé sur c; à égale distance 
de x, et x; ; et la formule 


‘ a, . Wa, Bee 
#9 D(x.> ae ss PR 5 Pa 
(73) GE ED X) + EE DUX,E) 


montrera que le résultat précédent subsiste encore dans le cas actuel. 
Siæet£ sont extérieurs à C, la relation (70) donnera pour le pro- 


longement de U~, DU: ADU, puisque extérieurement aux c; & est 
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constant. Or, extérieurement à C, pt se calcule comme DU*~ intérieu- 
rement aC: le théorème est donc encore exact. 

Enfin, la relation (73) permettra d'étendre la validité du théorème 
au cas où æ et € sont sur c; de part et d’autre de C; en effet, on pourra 


toujours choisir pour X l’un des points x;, x, de manière que Ee x : | 


Xx 
ae 
= =| soient bornés (et méme <1). 


a 


32. Lemme fondamental. — Pour comparer entre elles les solutions 
de deux équations ou systèmes (B), aux données voisines, nous utili- 
serons prochainement un lemme que nous allons établir. Auparavant, 
presentons deux définitions préliminaires. 


Conditions C,. — Le contour est la circonférence |a|=1; b(a) 
étant un élément quelconque de la matrice B, on a |b(x)| << 4e, 


fl D(x, 3)b.d3|<{k;e, x et = étant deux points de C. 


Conditions €,. — Le contour est formé de l’ensemble des n + 3 cir- 
conférences c;; on a, avec la même signification pour b(x) et x et = 
appartenant à c;: | b(.r)|< Fe, a/|D(z3,æ)b| he. 

Dans ces énoncés < désigne une quantité positive, infiniment petite 
avec x; par suite, si l’on substitue à à a dans (66), et si l’on forme 
l'inégalité (67) correspondante, on pourra affirmer (') que dans cette 
formule le facteur z est infiniment petit avec «(quel que soit p); 
pour « assez petit, on pourra donc prendre p = 0. 

Ceci posé, pour p —o et A(zx):1 les équations (65) admettent la 


solution évidente 
(2) Fepe\ = 1 Gets) “F414 ee Ga (2). 


Supposons alors que le contour et les éléments de la matrice 
\(s)—I-: B(s) 


vérifient les conditions €, ou Cy; nous allons montrer que le svs- 


: ut : d : pee 

(1) S'il s'agit des conditions C2, on supposera d’abord que le contour se réduit a 
une seule circonférence c;; la démonstration qui va suivre une fois achevée dans ce 
cas particulier, on étendra le résultat obtenu au cas général d’un contour à 7 +3 cir- 


conférences c; à l’aide du corollaire du n° 30. 


126 RENÉ GARNIER. 


tème (65) possède une solution voisine de (74). Posons 
F+(s)+1I-+ o+(s), Gt+(s)+I++(s), 
Neos hes Sd Ce RE a 2 as 


Les nouvelles matrices 9 et Ÿ satisfont aNx équations 


p+(z)— 9 (3)+dt(3) + B(z)[1+ Y*(2)], 
~-(2) — Y+(z) + + [1+ B,(2)]9-(s), 


avec I+ B,(s)--[I+ B(z)]-'; d’ailleurs, comme |I-+ B(z)| n’est pas 
nul sur C, B,(z) vérifiera les mêmes conditions (€, ou C,) que B(3). 
Pour résoudre (75), nous ferons les approximations successives 
suivantes. Prenant d’abord 9) --9, 0: Y= 4, et posant pour abréger 
A,,U--Umn—Um_,, Nous définirons d’abord les A, par les équations 


(79) 


( A,o+— A, o- + B(s), 


(76), hae Pees 


(et la condition A,f 0 pour w=), puis pour les A,, par les 
équations 


(76) mn ( Auot — Ano- =? Ans dr + B An Yr l (m do 3, Je) 


| And-— Any = An et or ote BAAS | (Auf (oo): 0); 


posant 
Angt— Are, d+ = US Ang — Ae Ore Vii 


on peut écrire (76),, sous la forme 


(ui — Ang- + B A, Ur, 


( 6 Ne 
/ m 
| 7m An Ÿ ‘ B, An 1 Y . 


Or, en appliquant à (76),, (56), la relation (67) et en tenant compte 
des conditions €, ou @,, on trouve successivement 


MA o- < Kye, NA,o-=0, MA,o-“< Ki Ve, 
NA, += 0, MA, Yt < k?,e7?, NA, Y+= 0, 


La convergence des approximations est donc assurée pour «x suffi- 

samment petit; les matrices oF,_,, WS, convergent uniformément, 

dans leurs régions respectives, vers des solutions p”, de (75). 
Po L 4 4 ’ 

D'ailleurs, d’après (76),,(m21), les éléments de4,,.., o* sont sur C 


PRES 


LE PROBLÈME DE PLATEAU. 127 


(et, par suite, à l’intérieur de C) de l’ordre de <?”-', et un résultat 
analogue s'applique à A,,,4-; si l'on observe alors que les matrices L- 
et Y* satisfont sur C à l'équation 

ne UT By a; 
on peut énoncer la proposition suivante. 

LEMME FONDAMENTAL. — L'équation 
D+(z)-:[1+B(3)]E, 
où B(z) vérifie les conditions €, ou €;, possède une solution 
@r(s)-T+or(s),  W(s) IH (5), 
telle que dans leurs domaines respectifs, on a 
NL (S)e hie, Rd (3) < k,,e. 


Dans l’une des applications que nous ferons du lemme précédent, 
on aura, le long du cercle C(|z|=1) l’inégalité |b(3)[ << k,,x; de 
plus, les c; étant définies comme plus haut, et les points x et z étant 
extérieurs aux c,, mais intérieurs à l’aire limitée par D, et D, (n° 30), 
entre c; et c;,,, on aura |D(.r, z)b| << k,,, tandis que pour x et = 
dans c;. on pourra écrire 

D(a, SON = hipaa. 


Sil en est ainst, je dis que les conditions €, sont réalisées avec 


1 
e — «log 
Montrons, en effet, que 


1 
a 


Ke ID (2x, 2) b.ds| < ka log 
€ 
Tout d’abord, sans restreindre la généralité, on peut toujours sup- 
poser quexestintérieur à l’arcx’ ,x°,, et que, s'il appartient a 2;2,,, il 
5 7 Comet al 2 , © 
est plus pres de x; que de x... Désignons par C' l’arc complémentaire 
de a_,x;,, par rapport à C, il viendra 


dz 1 
[ipods <rkuaf |; =| <hy,a logs. 
€ uN Sean 


9 % 
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PEN 


Si æ appartient à l'arc x;x;,,, on aura 


[Do d:|<£;,;a. 


, W ' . 
“(47 41) 


puis, les intégrales étant étendues à l’arc ee 


fini 5,2 )bdz|< [En 2) bds| 


=D (a, ai) bds | 
< A3 Ass ete 


om 
=) pal inférieur à 1. Enfin, la contribution de 
| 


= ds 


< hye, 


car, actuellement |: 


S 


l'arc x” x, se limite comme celle de C’; elle de l’ordre de «log - ri» 


Sir appartient à æ;x;, on a le long de cet arc 


fi Dts, 2)\b ds|<4\,0; 


reste à évaluer les contributions de x, x; et x°x’,,; les calculs étant 
identiques, bornons-nous au premier ate: On a le long de x;_, 2%, 


aS) da) hat rf 
— 2 


La partie principale est le second terme qui est de l'ordre de 


Li— x 


[(D(e2)bds! <a f (+ 


5 — TL 


” ner 
(99) ail} xi — x | log |= 
Ti — wv 
Or, quand r varie sur le cercle Ee À = m, le maximum de (77) est { 
= ] ‘y 
aS ai, — 2} | se ; 
mm — I 


mais actuellement » est supérieur à 2! /:4,,3 l'expression (77) est 
done inférieure à k,,2 log x" 


33. Les problèmes de Plateau & et ®, + les problèmes préliminaires (3€) 
et (dey). — Pour effectuer le passage à la limite que nous avons en 
vue, nous commencerons par comparer les solutions des problèmes de 
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… 


Plateau 2, et & relatifs respectivement à un polygone P, de som- 
mets A,A,...A,,5, inscrit dans la courbe €, et à un polygone inscrit P 
présentant un sommet de plus A,.,, situé, par exemple, surl’arc A,,3A, 


de-C. Les intégrales g, À de l’équation linéaire (E') , attachée a &,, sont 
fournies par une équation 


A 
(78) YAY, 


où A est une matrice qu'on peut écrire immédiatement dès que l’on 
connait les directions des côtés de P et les valeurs de ¢;; dans la suite, 


ces valeurs sont supposées connues. Les intégrales g, h, associées à , 
satisfont de même à une équation (78). Il s’agit de comparer g, À 
et 2; h;et pour cela, nous comparerons les données A et A et les solu- 
tions des équations (78) et (78), ce qui nous amènera à comparer d’abord 
les solutions des problèmes préliminaires (n° 30) attachés à &, et à a: 
puis nous procéderons par approximations successives pour HAE 
les valeurs, soient ¢;, des paramètres des sommets de P, et par suite, A. 

Les ¢; étant connus pour P, nous pourrons former aussitôt la 
matrice & relative au problème (JC) correspondant, et nous écrirons 
ainsi les équations auxiliaires correspondantes 


(58)! er PT ae Cle 
‘ Prat — 


où l’entier p sera précisé ultérieurement. Nous admettrons en premiére 
approximation que les {; sont égaux aux ¢(¢4n+ 4); quant à #,.,, 
nous le ferons coincider avec la valeur ¢,,, de x qui définit, par 
exemple, la projection orthogonale de À,., sur A,.,A,. Nous définirons 
ainst un problème préliminaire (3, ) et une matrice &, que nous conser- 
verons au cours de toutes nos approximations: car les valeurs approchées 
que nous adopterons pour les t; resteront intérieures aux c;; d’ailleurs, i 
est clair que & et CL, coincideront partout, saut à l'intérieur de c,., 
Css © et le long des deux arcs de C reliant ces circonférences. Enfin, 
€ ayant une courbure moyenne bornée, les cosinus directeurs des vec- 
teurs A, , —A,.; et A, — À,., seront très voisins de ceux de A, — À, :, 
leurs différences mutuelles étant de l’ordre de 2; par un calcul facile, 
Ann. Ee. Norm., (3), XLV. — Mai 1928. is 
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on en déduit que &-'&, — I vérifie les conditions énoncées à la suite 
du lemme (n° 32, p. 127), et, par suite, les conditions C,. 
Écrivons alors les équations 
(8). | Do — D, +2? A L 
Ur b Wo Wt: a ras! o,—1; 


on les résoudra en posant 


(79) OG (Ite), 14+ Wir (1+ ¥-)(1+ 6), 


e; ete, étant donnés par l’équation 


(80) I+ et+(I1+a)(1+ 8). 


où l’on a posé 
l+a-(1l+Ww_ aa, (Il +). 
Comme |I + W-| ne peut s’annuler sur C, a vérifie encore les condi- 
tions €, ; observons d’ailleurs que a s’annule tout le long de C, sauf 
sur un arc dont la longueur est de l’ordre de x. 
Afin de préciser la limitation des solutions de (80), nous désigne- 


rons par y un arc de C de longueur a’ (; Eh 1) contenant #,,3, dns 


et, à son intérieur, et par! l’arc complémentaire de y relativement 
à C; nous appellerons encore y’ la circonférence ayant pour points 
diamétralement opposés les extrémités de y. D’après notre lemme, 
l'équation (80) possédera une solution (e;, e,), qui, sur y et dans y’, 
sera de l’ordre de «loga ‘; mais si l’on étudie directement la solution 
des équations (76), correspondantes (n° 30, p. 65), on voit aisément 
que, sur I’ et extérieurement à y’, la solution précédente est au plus de | 
l’ordre de «?”. Désignons alors par Gun nombre positif égal à a logo" 
sur y et dans y’, à x?” sur let hors de y’; on pourra dire que 
sur C (80) possédera une solution (¢}, ¢,) qui est de l’ordre de 8. Enfin, 
les matrices 


A A 
U+=-@+ et U+=ar(1+¥-), US et U,+a2r(1+ 85) 
satisfont, d’apres (78) et (78),, aux équations 


4 /\ a /A\ 
U++au, Ui-+-a,tl, 


NAS ae 
: M 
One 
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attachées aux problèmes (3€) et (J, ), et en vertu de (79), on aura 
hones 
(81) Us = U+(T 8%), U,+U(1+¢4). 


Par suite, si, comme on peut le supposer, U+ et U sont normalisées 


(au sens de M. Birkhoff), il en sera de même (‘) de U: et U. 

Or, aux problèmes préliminaires (3€) et (de, ) sont associés respec- 
tivement des problèmes de Riemann (R) et (R,); nous allons com- 
parer les solutions de ces deux problèmes. 


34. Compuraison des solutions des problèmes de Riemann (R) et (Ry). 
— A cet effet, nous étudierons d’abord D(x, £)e;, D(a, &)e;, x et & 
étant deux points d’une circonférence c;. Pour 1=n+3, n + 4,1, 
on peut appliquer le théorème préliminaire du n° 31 à l’équation (80); 
les MDe seront inférieurs à #,,2' /; mais, pour les autres valeurs 
de z, il est possible d’obtenir une limitation moins élevée. En effet, 
on a, a et Ë étant intérieurs à C, 


| - I Te CS 
Ro »(. WE pee ee 4 ! Is: 
(82) Dae) sy bese Cee 5S 


observons qu’à travers tout arc de C où a =o ¢, se prolonge en ¢,; 
dans (82), on peut donc, sans changer la valeur de l’intégrale, rem- 
placer l’arc de C où a : o par un arc extérieur ayant mêmes extrémités. 
Il résulte aussitôt de là et de la valeur de Me que MDEe; est inférieur 
au quotient de #,,x*loga-' par x? ou x?" suivant que c; est intérieur ou 
extérieur à y’; enfin, comme au n° 31, le résultat ainsi obtenu s’étend 
à une disposition quelconque de x et £ sur c:. 

Ceci posé, rappelons encore que, pour passer des solutions de (dC), 
(ä,) à celles de (R), (R,), il faut résoudre deux équations 


(83) Li: BL, Lio — By Ly. 
où les données sont réparties sur xn +3 ou # + 4 circonférences; 


mm 


(1) Cette remarque (qui est essentielle) peut étre répétée pour chacune des rela- 
tions du voisinage que nous établirons. Nous ne la renouvellerons pas. 
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sur c;, on aura | 
+ Er U(æi. B,-- 375 Co(2)- 

Posons Yi, 1+5:,; pour /£n+3, n+4,1, on aura ¢,~+ 0, et 

SUP Chis, Cras Cry 


INTENSE MESSE fae: 


On peut écrire alors 


PEUR, be Ur", CERN 


z et U étant affectés, suivant le cas, des indices 1 ou 2 et intérieur 
ou extérieur; par suite, selon que c; sera intérieur ou extérieur à y’, 
il viendra 


! ” 
MB I Bor- 1) € ksalog— . ou has a?—*. 
© 


De plus, d’après la valeur obtenue plus haut (p. 123) pour IRDU, 
l'expression MD(A '@&,) est inférieure sur c(i1=n +3, n+4,1)à 
la plus grande des quantités £,,2'/ et MD, soit #,,2'7/; tandis que 
pour 14n+ 3, n+ 4,1, MD(B 'A,) est inférieur à MDe, c’est- 
a-dire à *,,logx ' ou à #,,2? ?loga-', selon que c; est intérieur ou 
extérieur à y’. 

Il est aisé maintenant de comparer les solutions des équations (83 ); 
en elfet, il suffit d'appliquer notre lemme, les conditions €, étant 
réalisées avec <= x? “ ou aloga', suivant que c; est extérieur ou 
intérieur à y’; dans tous les cas, on peut écrire ¢ = 3, d’après la nota- 
tion du n° 33 (p. 130); on aura done 


(84) M( ZZy'— 1) < hay 8. M (ZZ; — 1) < kB; 
on observera, d’ailleurs, que MZ, MZ,, M Z;, NZ; restent bornés 
(indépendamment de «), le long de c;et dans leurs régions respectives; 


pour le voir, on procédera comme pour U*, U (n° 31) ('), en remar- 
quant que le long de c;, MU et M; restent bornés ainsi que «/— DU 
et «/—! MD. 


(1) On tiendra compte aussi du fait que les solutions obtenues sont normalisées (au 
sens de VI. Birkhoff). 
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Finalement, en vertu de (81) et (84), les problèmes de Riemann(R) 
et (R,) correspondant, d’une part, aux points critiques (#,, ..., 3) 
Et (41, -- +5 Lisa tres), d'autre part, aux groupes de monodromie déter- 
minés par les polygones P et P, posséderont deux solutions Y, Y, défi- 
nies extérieurement aux c; par 

Y-:- UZ. Y,-- UZ, 
et intérieurement aux c; par 
x4 oi Zi. Ye S19 Lis: 
D'après les propriétés établies pour U, U,, Z, Z,, les quantités NY 
et NY, sont bornées (indépendamment de +}, extérieurement aux c;; 
dans cette région, on aura 
Y,= Y(1—+0)) avec Md, € hoe B; 


de mème, intérieurement aux c,(¢ 4 n +3, n+ 4,1), on aura 


Yj ¥ @ 80h) avec Oe gga? 


Soit alors C une matrice constante telle que, dans le domaine de 
l'un des points singuliers extérieurs à y’, soit(') ¢, les premiers termes 
des développements des éléments Y;,, Y,, de Y°: CY soient égaux 
à 1; on pourra donc identifier Y;,, Y;, avec ‘les intégrales g et h atta- 
chées au problème (R) (n° 12). Désignons par Y; la matrice qui joue 
le même rôle pour le problème (R,); on trouvera aisément 


Yo + Yo ayvéei ae hy CEE): 


(2, désignant la valeur de la matrice 2, au point +); on peut done 


prendre 


Yo -:- Yr + 0;) avec HO ore (in crea 


On obtiendra de méme deux systemes (2, h), (go, h,) canoniques 
pour le point 4,,,; ces systèmes seront formés a l’aide des éléments de 
deux matrices Y* et Ÿ: : que l’on construira par le méme procédé que 
tout à l'heure, et l’on aura - 


avec Ns, Sth LL 


mt 
I: 
—_ 
* 
a 
ov! 


(') Au n° 12, ce point était désigné par #4. 
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Mais on peut écrire, c étant constant, 

PY le Et EN 67 
on trouvera alors aussitôt 
(83 )e + eY*(1 +) (1+ 6,)-!(¥*)7! + c(E + 9) avec MO ka. 


Or, les intégrales (G, H), (G,, H,) qui résolvent le problème @ et le 
problème de Plateau &, relatif à un polygone P,, de côtés parallèles 
à P, de sommets correspondant à £,, ..-, 4,,,, sont de la forme (n°12) 


Ge H =o Ge Hy 6019 
et l’on peut écrire 
@ Ci | 
ee ee | 
D? Car Cou | 


et une formule analogue pour {,. Comme on a C2,C2, 40, on déduit 
b? 
de la et de (85) que (53 = _ 1 est de l’ordre de «?—". 


0 


aes , : a = LA à 
Entin, on déterminera  — 1 en exprimant que les intégrales 


mf [een ALICE et a [re 2) | + SL Ce) | ae 


sont égales [4,, ¢,, - désignant les trois points singuliers ¢ qu'on 
peut supposer fixes (cf. la note 1 de la page 123)]; et comme on peut 
écrire encore, extérieurement ou intérieurement aux c; (mais exté- 
rieurement à y’, hypothèse qu’on peut toujours admettre pour l'arc 4,1, 

Veet bat Oy avee Nd" < ky, a2", L 
on aura 


dos ve NM V2 ” © i 
Sos (i+0,,)e+4),h, hy=93,8+ (+ 65,)4, 


À “ony & 2 + pf 
el l'on trouvera pour + — 1 une expression du même ordre. En défi- 
nitive, on peut done poser, u° désignant la quantité imaginaire con- 
. ’ . 
juguée de a, 

Gi, Gt + WEE hie = GG* + Hilo + 39. 


yy étant une forme d'Hermite en G, H, G°, H°, à coefficients bornés 
(quel que soit x). 
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Ceci posé, nous calculerons d’abord les t, par les équations (') 
ty 4) 
is (GG + 1, Hg) de = f (GG: + HH°) de, 
t “tp 


à P 
ou 


t, Y : 
(86) f "GG" ILH®) de +f in he 0: 

'p 
Soit Aj le point du polygone P défini par 2 = ¢,; si ¢;est extérieur à y’, 
la première intégrale de (86), et, par conséquent, ¢, — ¢;, puisque les 
exposants de G, H sont de l’ordre de 2, est de l’ordre de &?-*. Si ¢; est 
intérieur à y’, on trouvera de même que ¢, — t;est de l’ordre de la plus 


grande des quantités a?" et a.aloga-', soit x?! puisqu'on a sup- 


posé h> = Désignons alors par y —w(x) la substitution linéaire 
définie par l'égalité entre rapports anharmoniques 


CGT) NE tp ty 6 tre): 


nous poserons en seconde approximation /;,,== «(¢;), de sorte que, 
dans tous les cas, ¢;,, — 1; sera de l’ordre de 2? ”. 


35. Introduction d'un algorithme d'approximations successires. — 
Cela étant, supposons, d’une manière générale, qu’on ait trouvé les 
valeurs des &,(%—1,...,m). Posons @,, + SU, Sn désignant la 
même matrice que ¢;, mais relative au point 4, (et non plus t;); d'ail- 
leurs, nous supposerons que pour y=0, ....m—t, onait obtenu 
l'inégalité 


(86 ) | tives — liv | he) CR AM 


(avect;,, =t;); ainsi, pour 
(85) SS et ee ND 


(et x assez petit) les ¢;, seront intérieurs à une circonférence c;, con- 


(1) Pour les deux côtés qui aboutissent en A,+:. le second membre de la première 
équation devra être remplacé par la longuenr du côté envisagé; mais, d'après le choix 
de tn+,, cette longueur ne diffère du second membre que par une quantité de l'ordre 
de a3 < x?-h, Aucune difficulté ne peut donc se produire. 
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centrique à c;, et de rayon x*/. On résoudra alors sur l’ensemble desc; 
les équations 


( 88) Li + By, Zn. 


en adoptant pour l'entier p(n? 30) la mème valeur — indépendante de x 
et de » — qui sera fixée plus loin. Puis, on posera, extérieurement 
aux Cj, 

| nt 


| Yo UE... 


et intérieurement aux c;, 


ihe ig 
2 


4 ig 
\ ips + si,nt init 


MR AR, 
| Fe “= Sam FE 


les notations reproduisant celles du n° 30. Procédons alors sur Y,, 
comme sur Y et Y,; on déduira de Y,, des intégrales canoniques (G,,, 
H,,), et, par suite, de nouvelles valeurs /;,,., telles que 

att 


jm Visa 
| (Gy GS, + WU, ) de af (G,G?+ H, HD) de. 
t f 
À 


A 


et ainsi de suite. Nous allons montrer que, pour p pris assez grand 
(indépendamment de x), les 4;,, et les Y,, tendent vers des limites bien 
déterminées. 

Conformément à la méthode rappelée plus haut (n° 30, p. 121), nous 
comparerons d’abord les solutions des équations (88) relatives à un 
seul contour c;; et, pour cela, nous comparerons les solutions des 
systèmes auxiliaires 


» Nu 
(Ra) I Real UT Le nr ‘ OB, AUT 1) 
7 
| AE fora a ee >, PAR, 1 he: i I, 

ot 
(Xs \ ie * Piece OF Ve 
XC) Yn 4 : 

( en ety 4 mo L. 
relatifs à cr (3 = 3) : a; 3; centre de cj; x rayon de ¢;|. Pour 


cela, nous résoudrons par approximations successives le système 
(89),,., en partant, non pas des matrices initiales de M. Birkholf, mais 


æ 
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des solutions du système 


La —_ p= Sap Cy 
ei} ea Sen Ooms Onn 


(90 ) if a a a 
\ DE ee Sentai ire aw © 


puis en résolvant successivement les systémes 


D+ _ c D 
(go) Pint aes Piney ET Brit Qt, 
Cf = + 7 D'AR 1 > = 7 } 
Oar — qu ire Brn, I I MA | VP ST ts); 


36. Convergence des approximations. Comparaison des solutions de ® 
et &. — Nous commencerons par comparer les solutions de ( 89), et 
(90), et, à cet effet, nous présenterons quelques remarques au sujet 
de Bi. 

Nous prendrons pour courbe D, (n° 30) une ligne fermée constituée 
par le segment rectiligne «:3;, la demi-circonférence c; appartenant 


Fig. 4. 


ICs 


Ci 


uc,» les segments z;x°, .v;2;, la demi-circonférence c;, complémentaire 
de c:et le segment z;r;. Un élément quelconque de Bry es holo- 
morphe en tout point de c; (sauf en .x;, .v;) et de l'aire comprise entre 
cet D, ; mais les valeurs prises par cet élément sur Is deux pos de 
xis, et de 3,2; sont différentes. En effet, ona B,,, : CG, Us où Let l 

sont définies sur c; comme au n° 30 (p. 120); orles valeurs, soient U 

et U, qu’on en déduit par prolongement, pour U,, 2h les deux bords 
de.r:3!, intérieur et extérieur à C, sont différentes. D’après (70) on a. 


à l’intérieur de c, 
US -:[A;+0(A;;,— A;)] A; Ur +[u— 9) 14+ OS} by + + Os) ke 
FREE 
Ann, Ec. Norm., (3), XLV. — Mai 1928. 18 
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s; (ainsi que s,, s/) désignant une matrice à coefficients bornés 
(pour « infiniment petit); mais Cim+1 reprenant ‘les mêmes valeurs 
sur les deux bords (n° 30, p. 120-121) on aura aussi : 


BH), - (1+ a@s;) Bo... 


D’autre part, le ene Je deux bords de z;x;, [;,,, a deux séries de 
valeurs, 6, et fn, S5'3 il viendra donc sur les deux bords 


OB, Ee ears, +O0I]¢ ijm Me sat Bhs; ILE 


[EE oil ls 
Cela étant, posons 


Amster Smeg Ag f (9 20 [nes Snes + AS, Seem Sime b+ Em; 
(pts ss Bm Fra Se 


fin a 


m+i ic ae Cm: 


et admettons qu'on ait obtenu déjà (') 


se (MP — Py) < kya 
gt à re pe EN OS M OUT 
L IQs — QT < Kay x? 4 


il viendra 
| AP+— AP- +7? Cur 
(92) 
| AQ=— AQt +777 €", Pz 


Cm mee 


PA 
Si,m 


Mais on a @,, : ¢,,U, et entre c;et c; 


Dea EE gah hm+1— ef. 
#1 


utilisant alors les résultats établis pour @,,.,, on trouvera le long de 
3;,æ,3; (ou de 3:x;:5;:) 


(93) ON [re Dis.) Cn. On (se ds < ax |r? (me, MO 


0 
dz } 
à 


~ 


Mais O : (3 —.2) est au plus de l’ordre de ste x ——> produit dont 


le ee facteur est borné (et mème infiniment petit) avec (s — tds 
x)" de plus, d’après la remarque faite pour MZ, (n° 34, P. 132) 


1 
(1) Ges inégalités s'obtiendraient pour  —o par la même méthode que dans le 
cas général. 
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9 x ’ ele - 
et d’après (gr), INQ” est borné; dans ces conditions le premier 
membre de (92) sera inférieur à #,,a#-t+hm-uf < k,;athm, pour 


(94) Bi 2 hs 
De même, z appartenant à c; et x étant intérieur à c;, on aura 


MD (zs, 2) Cin < Ky, 2th auf, 
étendu a c; le premier membre de (93) sera inférieur à 
Ka QD Se oh — fe. gel 
si l’on a 


toon” Pp) f>h—1+ pf. 


Enfin, on trouvera 


F ce OP (ez s 
(96) ON Len SE IE as | < hyg 2 hthmti—P sgl PHIMU I Key, 2th 
Ci ef ‘ * 


pourvu que l’on ait 


(97) (p+n(p—nf>f+h—i. 


On étudiera de même (92), en remplaçant c; par la circonférence 
concentrique de rayon «*/(f-' < u' <1); l'inégalité correspondant à 
(94) sera toujours vérifiée; (95) et (97) seront remplacées par 


(99°) pu pIf > ep )f+th—t. 
(97°) pu—p\f>f+h—:1. 


Or (95) et (9°’) entraînent (97) et (97); de plus (94) est iden- 
tique à (87); ainsi A, /, 4, 4’, p sont astreints seulement à vérifier 
les inégalités 

DR NU) = Le GED SU uf<2—h. 


Le piano Du MER Er ia ss 


en outre p doit être pris assez grand (soit p > p,) de manière que la 
construction de la solution du problème de Plateau @ relatif au polv- 
gone à n + 3 côtés P soit assurée. 

10 
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Dans ces conditions on aura, à l’extérieur(') dec; AP < 4:47" 
et à l’intérieur de c;: AQ*< 4:21". : 

Soit alors d; un cercle concentrique à c;, de rayon kat! hk <1); fai- 
sons jouer à d; le rôle de la courbe C’, du n° 30 (p. 118); x étant intérieur 
ad, ou sur d;, MAP*+(x) sera de l’ordre de x**#” pourvu : 1° qu'il en 
soit de même du premier membre de (96) (pour la position actuelle 
de x) (?); 2° et que =? €,,Q,, soit du même ordre sur d;, conditions 


Uy (11 


qui entrainent (95). On démontrerait de mème qu’extérieurement à 
un cercle d; concentrique à c;, de rayon ka*(k>1) et sur d;, 
MAQ (x) est de l'ordre de °*/", si (95) est vérifiée. 

Ce point acquis, on déduit de (go), et (90), : 


A, p> -A, PES Bin. ay mea, ? 
AQ Ay re PER AP 


metry 


Or, sur c; on a MB, hs, 2! SONDA,,., Chs33 procédant alors 
comme dans les approximations successives de M. Birkhoff, on voit que 
si p est supérieur à un nombre p, indépendant de x et de m, on aura 
dans les régions marquées par les indices 


I 
MA, Pr - MA, ,(F*, 
a 
(98) 
=. rs I 5 > 
MA, < - MA, Pos 


et, comme tout à l'heure, on aurait des inégalités analogues pour 
NLA, P* et MA,Q  extérieurement à la couronne (a, d,). 
Rapprochant ces inégalités de celles qu’on a obtenues pour AP et 
AQ on en déduit aussitôt: 1° la convergence des P,.. SO be VOERUNE 
solution P,,,,, Q,,., de (89),,..13 2° la validité des inégalités 
M (One — OQ.) < had ae", 


MP; Ph er. 


dans les régions intérieure et extérieure à c; : les inégalités (91) sont 


(') D'une manière plus précise, si + est à une distance d de c; on pourra multiplier 
les seconds membres des inégalités par #/f : d. 


(2?) L'intégrale relative à DC,, n'introduit aucune inégalité nouvelle, 


uen 
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donc vérifiées encore pour v = m (et x suffisamment petit); 3° la vali- 
dité des inégalités 
JC Py — Ph) ah gran 


MO, 


(99) 
mil QE Kg ages 


sauf peut-étre dans les couronnes (a, d;). Enfin, il est intéressant 


d'observer que les diverses conditions imposées à p permettent de 


prendre pour cet exposant une valeur indépendante de m et ne dépen- 
dant de à que par l'intermédiaire de py. 

Comme les déterminants | P, et 1 + Q;|ne s’annulent pas dans les 
régions + et —, ilen est de même de|P},| et|1-+ Qm| et l’on peut 
remplacer les inégalités (99) par Les égalités 

Pa: = Pil + a+ Ron: 
(100) a RUES Ar 
T+ Que (+ QT + 02" Gi), 


où 6 ret 0", sont des matrices à éléments bornés (quels que soient « 


etm); à une distance d du centre de c; on aurait 


UF 


ps 6" 
I “5 Vu ! A I + Qu) (1 — oth f “#): 


Les résultats précédents ont été établis dans le cas d’un contour 
unique c;; on les étendra au cas d’un contour formé de n+ 4 circon- 
férences par le procédé du n° 30; on trouvera ainsi que dans ce cas les 
seconds membres de (100) doivent être multipliés par une matrice 
telle que 1+ à /"2xf ' logz ‘65, (6,,, 0%, matrices à éléments bornés 
quels que soient « et m):; comme on a / >1 ce dernier facteur est 
négligeäble. 

Cela étant, on déduit de (100) les relations 


fs - we 7 r 5 2+-/ {à 
Lim BREST Lim ] + a #0 de ). Zin LL ME Zn (A ÉD SATA Gm }, 


et par suite le long de C et extérieurement aux c; —, sauf peut-être à 
l'intérieur des couronnes (c;, dj) 
(101) d'A tk see, 

Je dis que la relation (101) est encore vérifiée à l'intérieur des cou- 


ronnes précédentes. 
En effet, les Y sont indépendants du choix des €; (ou de /\, et, par 
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suite, du choix des couronnes précédentes. Or /, 4, ' sont seulement 
assujettis à vérifier les inégalités (A); mais il est toujours possible 
de trouver deux systèmes (f, Us, 4), Ch, Uo, U,), satisfaisant à ces 
inégalités et tels que Ju fat. La _couronne (d.,d;) relative au 
second systéme sera donc intérieure a la circonférence d; relative au 
premier; par suite (101) sera encore valable dans la couronne ("). 
 Procédant comme plus haut (n° 34, p. 134), on obtiendra une 
formule 
Gari Gee ee Hine HO = Gn GE HR Og 
où g,, est une forme d’Hermite en G,,, Hp, à coefficients bornés quels 


_ que soient x et m, et l’on en déduira que (86) est encore valable pour 
=m. Nos approximations sont donc régulièrement convergentes 


y 
pour + assez petit; les ¢;,,, tendent vers des valeurs t;, les Y,, vers une 
matrice Y telle qu’extérieurement aux c; on a Y= Y,(1+¢), avec 
Me <k,,a?", D'après un raisonnement classique on peut affirmer 
que Y fournit la solution d’un problème de Riemann (R) dont le groupe 
de monodromie coincide avec celui de (R,), tandis que les points sin- 
guliers ont précisément pour situations les limites t; des gt G 
et H se déduisent de Y comme G,, et H,, de Y,, (G et H sont d'ailleurs 
les limites de G,, et H,,) on aura, d’après la définition de 4,,,, 


TE ddl eee 
| (GG° + IT) dx = longueur A,A;+,... A; 


a 'p 


(1) En s'appuyant sur (98) on en déduira que 2RAP+ et INAQ- sont aussi de 
l'ordre de a+” intérieurement et extérieurement aux c;, ce qui permettra de 


simplifier le processus des approximations : on caleulera des matrices Ÿ, et des 


quantités ts, m à partir des Ph, , et des Qhr+1,1 (sans avoir à former les P44 4) 
Qu+,g); pour résoudre sur nm -- 4 contours les équations (go), on additionnera les 
solutions correspondant, ne à un contour unique (en ne prenant chaque fois, 
dans chaque somme, qu'une seule matrice affectée de l'indice --); la convergence des 


approximations lim; Ym vers une solution du probléme de Plateau se démontrera 
comme dans le texte. Un raisonnement connu permettra d'établir qu’elle coincide 
avec celle du texte. 


ss 
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ainsi G et H fournissent la solution du problème de Plateau € pour le 
polygone P. 


37. Convergence des solutions des problèmes %, vers une solution du 
problème &. — Ceci posé, soit x un point quelconque extérieur aux c; et 
intérieur à C; d’après les formules reliant Y et Y, (n° 34), Y, et Y 
(n° 36), on aura 


Mey Xia (lok) d'avec SR kB 


Si l’on réintroduit l’entier n =1 : «, on pourra écrire, IN Y étant borné 
indépendamment de x, extérieurement aux c;, 


Ky; 


m[¥(z) — Y(x)] re ou = logn, 

selon que x est extérieur ou intérieur à y’. Or imaginons qu’on cons- 
truise successivement les polygones (') P,, ..., Ps, en introduisant 
chaque fois un nouveau sommet, pris sur le contour continu € entre 
deux sommets consécutifs du premier polygone P,. Le nombre des 
polygones précédents tels que la circonférence y’ correspondante 
contienne le point x à son intérieur est au plus de l’ordre de n'-/; 
entre les matrices Y (x) correspondant à P, et P.,, soient Y'"'(.r) 
et Y''!(x), on peut donc écrire la relation 

k log 

ni 


4 AN er, Seen (ae) | 


2 


k étant indépendant de ». Procédons sur les P,, comme sur P, pour en 
déduire des polygones P,,, P,,, ..., Pom; d’après la remarque de la 
page 141, l’entier p ne dépendra pas de g, et l’on aura entre les 
matrices correspondantes des inégalités telles que 


hk log( 277) | 


Me Cay YF ey) (on ie 


k étant indépendant de g. On en déduit que les matrices Y( (x) corres- 
pondant aux polygones P, inscrits dans € et fournissant la solution 


(1) Ici, la notation P,, désigne un polygone de x côtés (et non plus n — 3). On 
peut toujours supposer que les matrices Y figurant dans ce numéro sont celles dont 
les éléments Y,;, Ye; coincident avec les intégrales G et I. 


1C® 
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d’un problème de Plateau 2, convergent uniformément, dans tout 
domaine intérieur à C, vers une matrice-limite Yor). D'ailleurs, sur 
C, les intégrales X, Y, Z construites à l’aide des formules (1) appli- 
quées aux éléments Y/,, Y, de Y'” (x) sont continues; étendues à C, 
elles fournissent la représentation des polygones P.,, et convergent 
done uniformément vers la représentation du contour € (a l’aide 
de Y). On en déduit qu’à l'intérieur de C les trois intégrales précé- 
dentes convergent uniformément vers trois fonctions harmoniques 
qui fournissent pour le problème de Plateau relatif à C une solution 
analytique bien déterminéc. 


POP TNT 


SUR LA RÉSOLUTION NUMÉRIQUE 


DES 


SYSTÈMES D'ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES ENTIÈRES 


A UN NOMBRE QUELCONQUE D’INCONNUES 


Par M. Cuartes RIQUIER. 


INTRODUCTION. 


Les résultats, récemment communiqués à l’Académie des Sciences('), 
dont l'exposé détaillé fait l’objet du présent travail, peuvent se résumer 
comme il suit. 


I. Considérons un système d’équations aux dérivées partielles 
n’impliquant qu'une fonction inconnue, et présentant, par rapport à 
celle-ci et à ses dérivées, la forme linéaire et homogène à coefficients 
constants. Exclusion étant faite de la solution banale où l’inconnue, u, 
est identiquement nulle : 


1° Nous dirons que le système est possible ou unpossible, suivant 
qu'il admet ou non quelque autre solution. 

2° Nous nommerons intégration restreinte du système la recherche 
des solutions de la forme 


“=v eX +5V+... 


où X, Y, ... désignent les variables indépendantes, en nombre quel- 
CONAUCAR el Upir,, 53, ..%. des constantes, en nombre # +1, dont la 
premiere, », est expressément assujettie à n'être pas nulle; les solu- 
tions de eette forme seront elles-mêmes qualifiées d’ënmédiates. Dans 


(1) Comptes rendus, 185, 1927, p. 742. 
Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — Mar 1928. 19 
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une solution immédiate, la constante (non nulle). est évidemment 
arbitraire. 


Cela posé : 


A. On peut, à l'aide d’un calcul limfté, reconnaitre st un système 
donné (de la forme spécifiée plus haut) est possible ou impossible, ct, 
dans le cas de possibilité, si son intégrale générale dépend d'un nombre 
lunité ou illimité de constantes arbitraires. | ty 

B. Dans le cas où le système est possible et où son intégrale géné- 
rale dépend d’un nombre limité, g, de constantes arbitraires, son inté- 
gration restreinte peut s'effectuer par la résolution d'un système den équa- 
tions algébriques entières de degré g, aux n inconnues r, 5, ..., de la 


forme 
DUR) 0) Risk ser se 


If. A un système algébrique quelconque où se trouvent engagées 
les n inconnues æ, y, ..., 


Miatyhñ+,. —P,—o. 
A M,z*yh+...4+ P,=0 
| (M,..... P,, My. ..., P,, ..., coefficients constants), 


faisons correspondre le système différentiel partiel 


JEr+B i+... 
M, RENE +... + Plus; 


(2) O%+B2+... u 


impliquant la fonction inconnue wu des 7 variables indépendantes 
LÉ Gs eee 


Pour que le système algébrique (1) admette la solution numérique 


Sy Nite Mods 


il faut et il suffit que le systéme différentiel partiel (2) admette la 
solution immédiate (1, 2°) 


u — ver X+y'V+... 


SN 
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Et ainsi, la recherche des solutions numériques du système (1) se ramène 
à l'intégration restreinte du système (2), et réciproquement. 


Cela posé : 


CAS FONDAMENTAL. — Sz le système (2) est possible et que son intégrale 
générale dépende d’un nombre limité, g, de constantes arbitraires, la 
résolution numérique du système (x) se trouve ramenée au cas signalé 
plus haut (I, B) de l'intégration restreinte, et, par suite, à larésolution 
numérique d'un système de n équations de degré g, impliquant respecti- 
vement n inconnues différentes. 


IT. Outre la connaissance du cas fondamental (II), le problème de 
la résolution numérique des systèmes algébriques, envisagé dans toute 
sa généralité, nécessite celle d’une question qui ne se trouve suffisam- 
ment éclaircie que dans des travaux encore presque ignorés : il s’agit 
de la recherche des conditions nécessaires et suf fisantes pour que N équa- 
tons algébriques à Vinconnue x admettent quelque racine commune. 

Le cas de N = 2, traité par Euler, est classique. Si N est > 2, le cas 
de N équations se ramène à celui de N — 1 équations : on peut dès lors, 
quel que soit N, effectuer, par voie de récurrence, l'élimination de a. 


1V. Toutes ces notions une fois posées, on établit que la recherche 
des solutions numériques d'un système quelconque d'équations algébriques 
entières, à un nombre quelconque, n, d'inconnues, se ramène à la considé- 
ration exclusive du cas fondamental (WW). 

A cet effet, on vérifie tout d’abord l’exactitude de la proposition 
pour n —1; on montre ensuite que, si elle est vraie pour m — 1 incon- 
nues, elle l’est nécessairement encore pour x inconnues. 
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CHARITRE I. 


L'ÉLIMINATION ALGÉBRIQUE. 


Condition pour que deux formes algébriques binaires 
admettent quelque racine commune (Euler). 


1. On donne le nom de forme algébrique à un polynome entier et 
homogène dépendant d’un nombre quelconque de variables; le cas 
d'une seule variable, n'étant d’aucune utilité, est systématiquement 
exclu, et la forme est dite binaire, ternaire, quaternaire, ete., suivant 
qu'elle dépend de 2, 3, 4, ... variables. 

L'adoption, pour les équations algébriques entières à une inconnue, 
de l'écriture homogène, dont nous ferons constamment usage dans la 
première partie du présent Chapitre, repose sur l'observation suivante : 

Nous plaçant, comme l'exige essentiellement le sujet de notre 
étude, dans le monde des quantités imaginaires, considérons tous les 
couples de valeurs non à la fois nulles qu'il est possible d'attribuer aux 
deux indéterminées.r, y : ces divers couples peuvent manifestement se 
partager (sans omission ni répétition) en une infinité de groupes, 
comprenant chacun une infinité de couples, et tels que deux couples 
quelconques pris dans un mème groupe forment un déterminant nul, 
tandis que deux couples respectivement pris dans deux groupes diffé- 
rents forment un déterminant différent de zéro. Dans un même 
groupe, l'expression générale des couples, si l’on désigne par (x’, y’) 
l'un quelconque d’entre eux et par x un facteur arbitraire assujetti à 
la seule restriction de n'être pas nul, est donnée par les formules 


LS oi, AE dau i 


en substituant ces valeurs dans une forme binaire de degré m, F(x, y), 


(') Le groupe se désigne d'habitude, abstraction faite du facteur arbitraire qui 


figure dans son expression générale, par l’un quelconque des couples dont il se com- 
pose 


to DE : < 
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on a la relation 


r 


Pea a) SPE FO 


en sorte que, si quelqu'un des couples faisant partie du groupe consi- 
déré est une solution de l’équation F(x, y) = 0, tous les autres couples 
du même groupe jouissent de la même propriété : le groupe dont il 
s’agit est alors un groupe-racine de l'équation F(x, y)= 0, ou, plus 
simplement, une racine de cette équation, ou bien encore une racine 
de la forme binaire F(x, y). 

Une forme de degré nul se réduit à une simple constante. 

Si l’on convient de ne pas considérer comme distinctes deux formes 
ne différant que par un facteur constant non nul, une forme binatre de 
degré m dont les coefficients ne sont pas tous nuls ast décomposable, et 
d'une seule manière, en un produit de m formes binaires du premier 
degré dont aucune wa ses deux coc f fictents nuls à la fois; les racines de 
ces dernières fournissent évidemment celles de la forme proposée. 

Étant donnée une forme binaire F(x, y), on dit qu’elle admet la 
racine (æ’, y’) au degré p de multiplicité, ou bien encore qu’elle admet 
p fois la racine (2’, >’), lorsqu'elle est algébriquement divisible par 


x / xr 3 p+ 0 
/ ÿ x gt 


A ot 


sans Pétre par | 


Il résulte du théorème précédent qu'une forme binaire de degré m 
dont les coefficients ne sont pas tous nuls admet un nombre limité de 
racines, et que la somme des degrés de multiplicité de ces racines est 
exactement égale à m; ce qu'on exprime souvent en disant qu'elle 
admet exactement m racines, distinctes ou non. 

En conséquence, st une forme binaire de degré m admet plus de 
m racines distinctes, elle a nécessairement tous ses coefficients nuls. 

Lorsqu’une forme binaire prend la valeur zéro pour toutes valeurs 
attribuées à ses deux variables .x, y, on dit qu’elle est identiquement 
nulle. Cela étant : 

1° Pour qu'une forme binaire soit identiquement nulle, 1 faut et il 


suffit que ses coefficients sorent tous nuls. 


La condition posée est évidemment suffisante, et sa nécessité résulte 
de la remarque formulée en dernier lieu. 
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2° Pour qu'un produit de formes binaires soit identiquement nul, il 
faut et il suf fit que quelqu'un des facteurs le soit. - 


La condition posée, évidemment suffisante, est d’ailleurs nécessaire. 
. En effet, si le produit est identiquement nul, il s’annule pour une 
infinité de couples de valeurs de x, y, formant deux à deux des déter- 
minants différents de zéro, d’où résulte, puisque le nombre des fac- 
teurs est limité, que quelqu'un d’entre eux jouit de la même propriété : 
le facteur en question, admettant, d’après cela, plus de racines dis- 
tinctes qu’il n’y a d'unités dans son degré, ne peut manquer d’avoir 
tous ses coefficients nuls, et, par suite, d’être identiquement nul. 

Nous terminerons ce bref rappel de propriétés connues par l'obser- 
vation suivante : 

Lorsqu'une forme binaire de degré m a tous ses coefficients nuls, 
elle est algébriquement divisible par une puissance aussi élevée qu’on 
le voudra de toute forme binaire du premier degré n’ayant pas ses 
deux coefficients nuls à la fois; on peut donc dire, en pareil cas, qu’elle 
admet telle racine que l’on voudra à un degré de multiplicité infini, 
ou bien encore qu’elle admet une infinité de fois telle racine que Von 
voudra. 


2. Soient 
VAL PAGE, et pe Ay errr. AQ a EAST 
(CUS ; 

‘ | Bi ay bis j= B, rt 2 B, pray rt CAD Bide js a, 0 bre LIT Bde B, 9" 
deux formes binaires, dont les degrés respectifs, a, 6, sont tous deux 
supérieurs a zéro, et dont aucune n'est identiquement nulle. Proposons- 
nous actuellement de déterminer deux formes inconnues, de degrés 
respectifs à —1, b—1, 


ae (FD = eget a, ep te yet, 
4 
| Fu rat j= Bit =" GPA 2) as LES aed 


par la double condition de n'être pas toutes deux identiquement nulles, 
ede rendre identiquement nulle la forme composée 


(Orang. Atte) Py ties 9 <= Bla ea tar, a ha 


de degré a +b —1. 
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Cela étant, pour que les formes (1) admettent quelque racine commune, 
ud faut et il suffit que le problème posé sur l'expression (3) soit possible. 


I. La condition posée est nécessaire, — Effectivement, si les formes (1) 
admettent quelque facteur linéaire commun, elles satisfont aux iden- 
tités | 

AE) = (Hye Hy) Qa( ay), 
Bay y= the HO: (my) 


où Hy, H, désignent deux constantes non à la fois nulles, et Q,(.r, Y}), 
Q(x, y) deux formes de degrés respectifs 4 — 1, b —1, dont aucune 
n'est identiquement nulle. L'identité qu’il s’agit de vérifier prend donc 
la forme 


(x + H,y)Qi(z, y)Fn(z. 7) + (Hz +H,y)Qi(x, 9) Pa(a, 9°) —0, 
et l’on y satisfera évidemment en prenant 
VE SNEAINEMR Enr, 7) =— Qu(r, 9°). 


Il. La condition posée est suffisante. — Tout d’abord, aucune des 
deux formes (2), non a la fois identiquement nulles, qui, en raison de 
la possibilité supposée du problème, rendent l'expression (3) identi- 
quement nulle, ne peut, sion l’envisage séparément, être identiquement 
nulle : car si F,(x, y), par exemple, l'était, le produit AC.r, y )Fy(.r, y) 
le serait aussi, et par suite (n° 1), puisque A(z, y) ne l’est pas, 
F,(æx, y). Cela étant, l'identité 


A(x, y)Fa(.v, vy) =— B(x. x) Fa(ez, 7) 


montre que A(x, y) divise le produit B(x, v)F,(2, y); il en résulte, 
puisque A(a, y) est d’un degré supérieur à F,(æ, y), qu'il a quelque 
facteur linéaire commun avec Bux, y). 


3. En écrivant les relations auxquelles doivent satisfaire les a + 6 


coefficients inconnus 
: Anois. sees 


Bo, Bis +++» Pos 


pour que l’expression (3), de degré «+ 6 —1, soit identiquement 
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nulle, on est conduit à poser, entre ces a + b inconnues, un système, 
5, de a + b équations linéaires et homogènes. Ainsi qu’il est facile de 
le constater, le déterminant, d'ordre a+b, qui a pour éléments les 
coefficients de ce système ne contient, dans a de ses colonnes, que des 
coefficients B et des zéros, et, dans les b colonnes restantes, que des 
coefficients A et des zéros; il est donc homogène et de degré a par 
rapport aux B, homogène et de degré D par rapport aux A, et par 
suite, si l’on suppose a > 0, b > 0, homogène et de degré supérieur à 
séro par rapport aux coefficients de l’une quelconque des deux 
formes (1): on lui a donné le nom de résultant. 

Cela étant et, en supposant uniquement qu'aucune des deux formes (1) 
ne soit de degré zéro, u faut et il suffit, pour que ces deux formes 


admettent quelque racine commune, que leur résultant soit nul. 


1. Supposons d’abord qu'aucune des deux formes (1) ne soit iden- 
tiquement nulle. 

Pour qu’elles admettent quelque racine commune, il est, en pareil 
cas, nécessaire etsuffisant que le probleme posé plus haut (n° 2) sur 
l'expression (3) soit possible, c’est-à-dire que le système £ admette 
quelque solution où ses inconnues ne soient pas toutes nulles : il est 
donc nécessaire et suffisant que le résultant des deux formes (1) soit 
nul. 


I]. Alfranchissons-nous maintenant de toute restriction relative à la 
nullité identique éventuelle des formes (1). 

Pour qu'elles admettent quelque racine commune, il est évidem- 
ment nécessaire et suffisant : 

Ou bien que l’une au moins d’entre elles soit identiquement nulle; 

Ou bien que, aucune d'elles ne l'étant, leur résultant soit nul. 

Or, ce résultant, étant, d’après une observation faite au début, homo- 
gène et de degré supérieur à zéro tant par rapport aux A que par rap- 
port aux B, ne peut manquer de s’évanouir si quelqu’une des formes (1) 
est identiquement nulle. 

La condition nécessaire et suffisante pour l'existence de quelque 
racine commune est donc bien celle que formule notre énoncé. 


4. Exemples de la formation du résultant de deux formes binaires. 
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I. Résultant des deux formes 
Aye+Ayy, 
B, 2? +- B, xy + B,y?. 
En écrivant que l’expression 
(Aga + A,7) (Bor + By) + (Boao? + B, xy + B,3°) a 
est identiquement nulle, on a lesrelations 


Ay Bo = Ba — oO, 
A, By + A,B, + io, 0, 


: A,6, + RÉCRERS 
ce qui donne, pour le résultant, 


AS OSB, 
AA D; 
ORE Fees hee | 


ou 
BAS A (A,B, BA): 


Il. Résultant des deux formes. 
Agrv?+ Ayry + Aqy?, 
B,2?+ B,xy + B:7?. 
En écrivant que l'expression 
(A2 + Ayary + Agr?) (By + Br) + (Ba? + B, ay + B,)?) (tga + 4,7) 
est identiquement nulle, on a les relations 
Ay Bo + By a = 0, 
A, Bo + A6, + B, Ay + By a, 0; 
A, By+ A, B, + Byay+ Ba, == 0, 
A.B, + B,a;==0, 
ce qui donne, pour le résultant, 
A, -6 B, o 


NACRE D: 


DE: OX M LA 


(1) On peut, comme il est facile de s’en assurer en effectuant les calculs, le mettre 


Ann. Ee. Norm., (3), XLV. — Mar 1928. 20 


TEA 


LP ,* Tae 
ae" Su 


af mG Sit 
Bya?+ 3B, ade 3B, zy?+ B,y*. 


| (Aur Ar) (Bert + Bay + Bey )+ (By 23+ 3B, 2? y -p3bayey, B; y* we 


- identiquement nulle, on a les relations 


: Ao Bo — B, CAE 
A,B y+ AoBi + 3B,%,=0, 

L , A,B, + AoB, + 3B,a,= 0, 
ER AiBr+ Ba =o, 


i 


ce qui donne, pour le résultant, 


ASS o B, 

A; A, o 3B, 
Oey VAL Se 
oto Ast BF: 


~3.A,A,(A,B,— A,B,)4-'A2B,— A®B,. 
IV. Résultant des deux formes 


Aya? + Ajay’ + A,y?, 
Br + 3B, 2?) + 3B,x)?+ B;)?. 


En écrivant que l'expression 


(Agx?-+ 2A, ary + Ayy?) (Box? + B,xy + B97) 
+ (Boz? + 3B, 229+ 3 Byary? + Byy*) (aya + 0,9’) 
Times est identiquement nulle, on a les relations 

Ap Bo + Boa 4 
2A,8,+A,8, +3B,%+ B,2,=0, 
A,By+2A,8,+ Ao6.+3B,¢,+3B,a,=0, 
+ A,B,+2A,B,+ By,a,+ 3B,2,=0, 

A,B, + TE O, 
mm 
sous les deux formes suivantes, très fréquemment usitées : 

(A,B, — BoÂs)t— (A0Bi — By Ay) (A,B, — Bi Ay) 


et 
[ 2( Ay Bo+ Ba Na) 5 Ay BP —(AZ— 4A04:)(B? — 4 Bo Be). 


— En écrivant que l'expression | D 


en 
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ce qui donne, pour le résultant, R, 


» | Ay cm) 6) B, (8) 

AE A ro LR; B, 

Ap ON hy Ay: SR SRB UTC 
oO eve B, 3B, 

0 0 ANA 6 B, 


Conditions pour que » équations algébriques à l'inconnue « 
admettent quelque racine commune. 


Nous commencerons par établir deux lemmes. 
Lemme 1, — Considérons les n équations algébriques, à Vinconnue x, 


A. cee A, cee A pret, .. FA, .,x+A,—o, 
Bix) 22 Beery Bit Set Be ee By G, 
(1) C(x) = Cort + Cia +... + Cr+ C. = 0, 


ss. 


ET gi = tee ey ee ee TERRA DE 


dont les degrés (apparents), a, b,c, ...,¢, sont tous supérieurs à zéro: 
supposons, en outre, que l’une au moins d’entre elles, par exemple la 
première, A(æ)—=0o, n'ait pas tous ses coefficients nuls; purs formons, 
avec lesn — 1 dernières, la combinaison 

BG) pale PAPE (ry Ss; 
ou 


(2) Ay Ps wise 
désignent n — 1 indéterminées. 


Cela étant, pour que les n équations (1) admettent quelque racine com- 
mune, tl faut et il suffit que, pour toutes valeurs des indéternunées (2), 


(1) Le produit’A,R peut, comme on le ‘vérifiera en effectuant les calculs, se mettre 
sous la forme suivante, avantageuse dans certaines questions : 


[AG B3+ A:(3A0B;— 2By Ay ) — A,(5 AB: — Bo Xa) |? 


3 — (A?— Ay Az) [ (BA 0 Ba — Bo A 95 — À Ay Ba( 3A Bi —2 Bo Ay )}- 
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les deux équations . 
A(x) =0, 


(3) AB(x)+pC(x) +...+wL(x)=o 


admettent quelque racine commune. 
La condition est évidemment nécessaire, et nous avons à prouver 
qu’elle est suffisante. 


I. Considérons un polynome entier dépendant de variables u, 6, ... 
en nombre quelconque, et, dans les plans de notation graphique de ces 
variables, décrivons, autour des valeurs particulières uo, %, ..., 
prises comme centres, un système de cercles. Quelque petits que l'on 
suppose ces cercles, pour que, à leur intérieur, le polynome prenne la 
valeur zéro indépendamment des valeurs attribuées aux variables u, +, 
il faut et il suffit que ses coefficients soient tous nuls. 

La condition formulée est évidemment suffisante, et il nous reste à 
établir qu'elle est nécessaire. 

Or, elle l’est évidemment quand il s’agit d’un polynome entier à une 
seule variable: car, si le‘ polynome n'avait pas tous ses coefficients 
nuls, il ne pourrait prendre la valeur zéro que pour un nombre essen- 
tiellement limité de valeurs de cette variable (n° 1). Il suffit alors de 
prouver que si la condition formulée est nécessaire dans le cas d’un 
polynome entier à g — 1 variables, elle l'est encore dans le cas d’un 
polynome entier, Fu, ¢, ...), dépendant des g variables u,v, .... 

A cet effet, ordonnons le polynome F(u,¢, ...) par rapport à uw, et 
mettons-le sous la forme 


nit | 


(4) Joss) + f,(0,% rue fie, ..) et + 
où 
(5) LOR be AC ass ale ee ere 


sont des polynomes entiers (en nombre limité) dépendant des g — 1 va- 
riables +, .... Si, à l'intérieur du système de cercles considéré, on 
attribue iv, ... un système déterminé de valeurs particulières, l’'ex- 
pression (4) s’évanouit quel que soit w, et l’on a dès lors 


ANR SO, FAY, «stl eo, RP 67 : 
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Mais, les valeurs particulières que nous venons d'attribuer à +, 
étant, dans les limites imposées, complètement arbitraires, il résulte 
de ce qui est admis sur les polynomes entiers à g—1 variables que les 


coefficients des divers polynomes (5) sont tous nuls, et, par suite, 
ceux du polynome F(u, », ...). 


If. Étant donné un nombre quelconque de polynomes entiers. dépen- 
dant d'un nombre quelconque de variables, et dont aucun n'a tous ses 
coefficients nuls, il existe quelque système de valeurs de ces variables 
n'annulant aucun des polynomes. 

A. Lorsqu'un polynome entier, F(u, +, ...), à un nombre quelconque 
de variables, prend une valeur différente de zéro pour un système déter- 
miné, (U5,%, +. .), de valeurs particulières de ces variables, il reste dif- 
férent de zéro pour toutes valeurs de u, +, ... su ffisamment voisines 
dé ug) wi" 


Effectivement, si l’on désigne par M, le module (non nul) de F(w,, 
Co, ---), et par u. une quantité positive (> o) choisie comme on vou- 
dra au-dessous de Mo, il résulte de la continuité de F(u, +, ...) que, 
pour toutes valeurs de wu, °, ... suffisamment voisines de wu, «, . 
on aura 


mod {Fle, 9, ...)— F(t, ro, ..-)}<My— p, 


et a plus forte raison 


M,— mod F(u,r, ...)<M,—p, 
c'est-à-dire 
MOTE th, ys JU 

B. Revenons à l’énoncé formulé au début du présent alinéa II. 

Lorsque le nombre des polynomes se réduit à 1, la propriété qu'il 
s’agit d'établir résulte immédiatement de Falinéa I; pour prouver 
qu'elle est générale, il suffit donc de montrer qu’en la supposant vraie 
pour p — 1 polynomes, elle l’est nécessairement aussi pour les p poly- 


nomes 
OE PR OS IR (a ESP, 20), 


dépendant de variables wv, +, ... en nombre quelconque. Or, aucun de 
ces p polynomes, et, notamment, des p — 1 premiers, n'ayant, par 
hypothèse, tous ses coefficients nuls, on peut, en vertu de ce qui est 
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admis, assigner quelque système de valeurs, (tg, vs, -..\, tel que 
les p — 1 polynomes 


Qu, 00 8-20 bte tn) 


soient tous différents de zéro pour 


SC pee à ti pe 


et par suite, en vertu de A, pour toutes valeurs de uv, v, ... suffisam- 
ment voisines de w,, ¢, .-.- Cela étant, si l'on a S( uy, ty, ...) FO, le 
système de valeurs (i, ©, ...) satisfait à toutes les conditions 
requises. Si l'on a au contraire S(u,, vu. ...) —o, il existe certaine- 
ment, dans un voisinage aussi rapproché qu’on le voudra de (ty, 
‘os +++), et par suite dans un domaine où aucun des p—t premiers 
polynomes ne peut s’annuler, quelque -systeme de valeurs, (w;, 
‘,...), n'annulant pas S(u,¢,...), car, sinon, le polynome S(u, +, ...) 
aurait, en vertu de I, tous ses coefficients nuls, ce qui est contraire 
à l'hypothèse; pour les valeurs &,,,, ..., on aura donc à la fois 


Ousboymaix)cé DSP BIR UE, UE O0 Sha pies ie oe 


IN. Zlexiste, pour les n — x indétermunées (2), une tnfinité de systèmes 
de valeurs, ‘ 


2 ’ 
} p's 6)’, 
1” 7 ” 
6) Ay Be 6) 
\ sw" a wr 
/ PE 6) 


ay eae sata ees 


tels que, dans le tableau (6), qui contient n — x colonnes et une infinité 


de lignes, n—1 lignes arbitrairement choisies forment un déterminant 
différent de zéro. 


Effectivement, à une première ligne, x’, vu’, ..., w', composée 
de n —1 éléments arbitrairement choisis sous la seule restriction de 
n'être pas tous nuls, on peut, par l'application de l'alinéa II à un poly- 
nome linéaire et homogène dépendant de deux variables, adjoindre 
une deuxième ligne, À”, 4”, ..., ”, telle que le tableau résultant, 


ry 


/ 
EN ES a AGE 
” 
Te Vue 


¥ 
ui 
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à ñ — 1 colonnes et deux lignes, contienne quelque déterminant du 
second ordre différent de zéro; puis, par l'application de l'alinéa II à 
un polynome linéaire et homogène dépendant de trois variables, 
adjoindre à ce dernier tableau une troisième ligne, À”, u" ..., ©”, 
telle que le tableau résultant, 


/ I 
À , H ñ 5 a’, 
” 
EL SPA io", 
À ee 4 wo” 


à n — 1 colonnes et trois lignes, contienne quelque déterminant du 
troisième ordre différent de zéro; et ainsi jusqu’à ce que, par l’appli- 
cation de l'alinéa If à un polynome linéaire et homogène dépendant 
de n — 1 variables, on ait obtenu un tableau carré, 


\’, us AOC; w', 
RP VE ae kat 
Kea) bars rs one 0 
An, Teale Ne: @)'2—2), 
Kins, PU, ses œlr—1), 


formant un déterminant d'ordre n — 1 différent de zéro : il est alors 
manifeste que, dans le tableau (7), toute association de n — 2 lignes 
contient quelque déterminant d’ordre n — 2 différent de zéro. 

Cela étant, on pourra, par l’application de l’alinéa I à plusieurs 
polynomes linéaires et homogènes dépendant de m—t variables, 
adjoindre au tableau (7) une ligne, 


Jin tn in) 
A »- en CN os 


telle que, dans le tableau résultant, 


Re: D FRE mA 

i", u', MES 
(8) coe : , .; 

Fi Here HU, ie WE), 

Ae". poe til AUS 


A”, pi? aes A 


à n — 1 colonnes et n lignes, toute association de 7 —1 lignes forme 


11% 
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un déterminant différent de zéro : il est alors manifeste que, dans le 
tableau (8), toute association de n —2 lignes contient quelque déter- 
minant d'ordre n — 2 différent de zéro. 

Par une nouvelle application de l'alinéa II à plusieurs polynomes. 
linéaires et homogènes dépendant de n — 1 variables, on pourra main- 
tenant adjoindre au tableau (8) une ligne, 


on+a etd) n+4 1 
h s RER 0) À 


telle que, dans le tableau résultant, 


KS Pgs wf a, 
gE ET Tage Ss eit gh 
ae ey oes te. 
(9) } n—2 po w n—2) 
x n—1i ‘ mi n—1) © ni), 
nl an et . 6) n - 
| } n+), Teac : on), 


à n—t colonnes et x +1 lignes, toute association de n — 1 lignes 
forme un déterminant différent de zéro : il est alors manifeste que, 
dans le tableau (9), toute association de n — 2 lignes contient quelque 
déterminant d’ordre x -- 2 différent de zéro. 
Par une nouvelle application de l’alinéa IH, on pourra de même, etc. 
Ce mode de raisonnement peut, comme on le voit, étre indéfiniment 
poursuivi. 


IV. Revenons à notre énoncé général, et supposons que, pour 
toutes valeurs des n — 1 indéterminées (2), les deux équations (3) 
admettent quelque racine commune: il s'agit d'établir que les n équa- 
tions (1) admettent nécessairement quelque racine commune. 

En effet, puisque, pour toutes valeurs de À, Uy ..., &, les deux 
équations (3) admettent quelque racine commune, et que, d'autre part, 
l'équation A(a) =o n’a pas tous ses cveflicients nuls, cette dernière 
admet un nombre, m, de racines distinctes supérieur à zéro et au plus 
égal à a, el ces m» racines sont, naturellement, indépendantes des va- 
leurs attribuées aux indéterminées (2). Si, dans le tableau illimité (6), 
on considère (n — 2) m-+1 lignes quelconques, par exemple les 


$ ,. 2 ‘ 
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(n—2)m+1 premières, il y aura, pour chacun des (n—2)m+1 
couples d'équations 


A(æ)—0, Vv B(x) + p! Cr) +5... ao, L(x)=0; 
A(XY="0, a Bigs “ Cir)+. Le L(z)=o0 


A(x) =0, Nin—21m+1] B( a) + pia C(a yt... olin L (av) = 0, 


quelque racine commune aux deux équations du couple. D’ailleurs, 
l'équation A(z) = o ayant exactement m racines distinctes, il y aura, 
parmi ces (7 — 2)m + 1 couples d'équations, m — 1 couples au moins 
pour lesquels la racine commune coincidera avec une mème racine, 
x = 6, de l'équation A(x) = o; en désignant donc par 


À Pa On 
hy Po Do 
Mes dent ee 


un certain déterminant d'ordre n — 1 extrait du tableau (6), par suite 
différent de zéro, et par Q,(x), Q,(x), ..., Q,_,(x) certains polynomes 
entiers en x, on aura les n — 1 identités 


AB(z)+p C(x)+...+0, L(x)=(xz—E)Q,(x), 
A,B(x) +p. C(r)+...+e, L(x)=(x—Et)Q,(x) 


Aa B(x) + dan CO(x) +...4+ On, L( x2) = (# — £) Qn-1 (2). 


Or, larésolution de ces identités, effectuée conformémental’algorithme 
de Cramer par rapport aux n — 1 polynomes B(x), C(x), ..., L(x), 
montre que ces derniers sont tous divisibles par 2 — E; il en résulte, 
ainsi que nous l’avions annoncé, que les n équations (1) admettent 
quelque racine commune. 


6. Lemme Il. — Soient 


H, x + H,zxt-1 +... Hy, 2 En His 0; 
(10) K,x*+ K,xkt+...+ Ky,x + Ki=0, 


des équations algébriques à l’inconnue x, en nombre limité, et dont les 
Ann, Ec. Norm., (3), XLV. — Juin 1928. 21 
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degrés (apparents) respectifs, h, k, ..., sont tous supérieurs à zéro fon 
suppose que, dans quelqu'une d’entre elles, par exemple dans la premiere, 
le degré apparent est aussi le degré effectif, c’est-à-dire que le coefficient 
H, est différent de zéro. 

Cela étant, pour que les équations (10) udmettent quelque racine com- 
mune, il faut et il suffit que ces équations, mises, comme il suit, sous 
forme homogène, 
| | Hoai+ Maty +... 4+ yy zy? + Hip o, 


(11) K,2t+ K, ay +...+ Ky xt + Kyyt = 0, 
0 REA A 


admettent quelque racine commune. 

Effectivement, si les équations (10) admettent la racine commune 
x=, les équations (11) sont manifestement vérifiées pour 2 = &, 
y =1, et admettent dès lors la racine commune (a, y) = (&, 1). 

Inversement, supposons que les équations (11) admettent la racine 
commune (2, y) =(2", y’), où x’, y' désignent des valeurs numé- 
riques non à la fois nulles. On voit téut d’abord que la valeur numé- 
rique y’ ne peut être nulle : car, si elle l’était, 2’ serait différent de 
zéro, et la première équation (11) donnerait H,2'*= 0, ce qui est 
impossible à cause de H, #0. Notre hypothèse relative aux équa- 
tions (11) et à leur racine commune peut donc se formuler en disant 


/ 


0 : 2 Nr I . 
que ces équations sont toutes vérifiées pour x = i? Y=, ce qui 


a 
! 


revient à dire que les équations (10) sont toutes vérifiées pour x = 


7. Considérons maintenant n équations algébriques à l’inconnue x, 
par exemple les x équations (1), dont les degrés (apparents) respectifs, 
a, b, ..., 1, soient tous supérieurs à zéro, et proposons-nous de recher- 
cher les conditions nécessaires et suffisantes pour que ces n équations 
admettent quelque racine commune. Dans cette recherche nous exa- 
minerons d’abord le cas d’une équation unique, puis de deux équa- 
tions; nous ferons voir ensuite que le cas de n équations (n > 2)se 
ramène à celui de x — 1 équations. 


I. Pour que l'équation algébrique à Vinconnue x 


A(t)=Aoæt+ Aix + A,xa-t 4, , 4 Aie + A, —0, 
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* dont le degré (apparent) a est supérieur à 3éro, admette quelque racine, 
u faut et il suf fit : 

Ou bien que ses coef ficients soient tous nuls; 

Ou bien que l’on ait A, 0; 

Ou bien que l’on ait A,= 0, A,0; 

Ou bien que l’on ait A, = 0, A, =0, A,03...; 

Ou bien, enfin, que l’on ait A, =0, A, 0 re 0, ses =e Op 


A, 7 0. 


Par exemple : 
Pour que l’équation 
AT A, T4 A,— 


admette quelque racine, il faut et il suffit : ou bien que ses coefficients 
A,, A,, À, soient tous nuls; ou bien que l’on ait A,><0; ou bien, 
enfin, que l’on ait A, = 0, À, 0. 

Pour que l'équation 


A, z+ A,2?+ AÀ,x+A,—0 


admette quelque racine, il faut et il suffit : ou bien que ses coefficients 
A,, A,, As, A; soient tous nuls; ou bien que l’on ait A,0; ou bien 
que l’on ait A, = 0, A, 0; ou bien, enfin ,quel’on aitA, =o, A, =0, 


A, 0. 
Il. Pour que les deux équations algébriques à Vinconnue x 
q q § q 


Ata) EAST NA et LASER A HA, + AL 0, 
B(z)='B 2’ + By, 2? + Bix’? +. ..+ By, x + B, — 0, 


dont les degrés (apparents) a, b sont tous deux supérieurs à zéro, 
admettent quelque racine commune, il faut et il suf fit : 

Ou bien que, la premiere ayant tous ses coefficients nuls, la deuxième 
admette quelque racine (1); 

Ou bien que l’on ait A, 0, et que les deux formes binaires 


Ny ete Ay EL PA AT ye Ag eye + Ad), 
By, a? Boas? 5 aN Bet aa Bee ae By” 


aient un résultant nul; 
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Ou bien que l'on ait A,=0, A, 0, et que les deux formes binaires 


Arai Amy +...+ Ae ay? + Aa)”, 
By’ + B, x? y + Bx??? -+...+ By_, xy + Bs 


aient un résultant nul; 
Ou bien que l'on ait A, =0, A, = 0, A.A 0, et que les deux formes 


binaires 
Ay ate. + Agi ty? À, ya, 


Br? B, vt!» + Bia’? y2 +... + Boy xy?! + Boy? 
0 1 J HS 


aient un résultant nul; etc.; 
Ou bien, enfin, que l’on ait A,—0,A,—=0,A:=0,...,A,,—0, 
Aq +0, et que les deux formes binaires 


Ag ,0 + Aay, 
B, x? +B, 2 y + B,v?-*7?+...4+ By, zcy’'+ By? 


aient un résultant nul. 


Le simple rapprochement des n° 6 (lemme II) et 3 suffit à mettre 
en évidence l'exactitude de cet énoncé. 


Ill. Supposons actuellement n quelconque (> 2), et cherchons les 
conditions nécessaires et suffisantes pour que les 7 équations (1) 
admettent quelque racine commune. 


Notre proposition du n° 5 (lemme I) entraine tout d'abord la consé- 
quence suivante : 


Pour que les n équations (1) (dont les degrés apparents a, b, ...,/ 
sont supérieurs à zéro) admettent quelque racine commune, il faut et il 
suffit : 

Ou bien que, la première, A(x) = 0, ayant tous ses coe f{Jicients nuls, 
les n — 1 équations restantes, 


Diao, C(x)=o, de Liæe}= 6, 


admettent quelque racine commune ; 


Ou bien que, la première n'ayant pas tous ses coefficients nuls, les 
deux équations 
ACT 0; 


2) 
a AB(x) +pC(x)+...+o0L(x)=0o 
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admettent, pour toutes valeurs de >., Uy ..., ©, quelque racine com- 
mune. 


Cela étant, désignons par W(x, y, 2, 4, ..., ©) ce que devient Le 


premier membre, 
AB(z)+uC(x)+...+wL(æx), 


de la dernière équation écrite, lorsqu'on lui donne la forme homogène 
par l'introduction d’une variable auxiliaire y; autrement dit, et en 
supposant, ce qui est évidemment permis, que le degré b ne soit infé- 
rieur à aucun des degrés c, ..., J, posons 
Wider was) Ap mit. lo) 
=A[ Bye’ + Biatriy 4, + By ay?! + Bit] 


ep Charte C party re Coe yt Gah 


sh w | Ly! oh + Lx! sbigebartets Sele ey a Lega? xt à Ly ¥*]. 


En vertu de lalinéa précédent, Il, pour que, l'équation A(x) = 0 
n'ayant pas lous ses coe fJicients nuls, les deux équations (12) admettent, 
pour toutes valeurs de 7., 0, ...,@, quelque racine commune, Ul faut et il 
suffit : 

Ou bien que l’on ait À, 0, et que le résultant des deux formes 

A,20+ Axe + À, TP), + And) + Ay, 
PRIT a, do ns 
aux indéterminées x, y, qui est lui-méme une forme de degré a aux n —1 
indéterminées 2, &, ..., w, s'annule pour toutes valeurs de ces der- 
nières, c'est-à-dire (n° 5, L) ait tous ses coefficients nuls; 
Ou bien que Von ait A,—=0, A0, et que le résultant des deux 


formes 
Att Are} +. ct Ag yay + Aggy; 


CaF yee ey Os 
aux indéterminées x,y, qui est lui-même une forme de degré a —1 enh, 


U, ..., W, alt tous ses coefficients nuls; 
5 . 
Ou bien que Von ait Ay=v, A, =0, A, 0, et que le résultant des 


deux formes 


2 


ON tor tet DO Age; ye te A aye, 
Wa, y, À ps... @)s 
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aüx indéterminées x, y, qui est lui-méme une forme de degré a—2enh, 
Mate rag Oy ait tous ses coefficients nuls; etc. ; 

Ou bien, enfin, que l'on ait A,=0, A == 0, À: 04, : «nr eh 0 
A, 0, et que le résultant des deux formes 


Aq ,2+ Aay, 
rs 10) 


aux indéterminées x, y, qui est lui-méme une forme linéaire en As le) 
w, ait tous ses coefficients nuls. 


La recherche des conditions nécessaires et suffisantes pour l’exis- 
tence de quelque racine commune à x équations données se ramène 
done bien, comme nous l’avions annoncé, à une recherche semblable 
effectuée dans le cas de n — 1 équations; et, comme elle a été résolue 
plus haut (Il) pour le cas de deux équations, elle pourra l'être, de 
proche en proche, pour des équations en nombre quelconque. 


8. Exemples d'élimination. 


1. Pour que les deux équations du second degré 


A, z?+ A,x + A,=0, 
B,z?+ B,x + B,=0, 


à Tinconnue x, admettent quelque racine commune, il faut et il 
suffit : 
Ou bien que, les coefficients, A,, A,, As, de la premiere équation 
étant tous nuls, la deuxième admette quelque racine (n° 7, 1); 
Ou bien que, A, étant différent de zéro, le résultant des deux 
formes quadratiques 
Aya? + A, wy + Ayy?, 
Bo? + B, ry + Bi? 


soit égal à zéro, c'est-à-dire que l’on ait (n° 4, IT) 


(A, B,— B,A,)'— (A, Bj — 8, A, )(A, Ba B A.) =o; 


’ 


Ou bien, enfin, que, A, étant nul et A, différent de zéro, le résultant 


FIRE 


SYSTÈMES D’EQUATIONS ALGÉBRIQUES ENTIÈRES. 


des deux formes 
A,æ + Ah ‘ 
B,a? + B,x) + B,)°? 
soit égal à zéro, c’est-à-dire que l’on ait (n° 4, 1) 
B, A? = A(A:B, — A, B,) =o. 
IT. Pour que les deux équations 


A,z?+ 2A,r+ A,=o0, 


Dye: aie 3 BR = 5 B,.r + B= ef 
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à l’inconnue x, admettent quelque racine commune, il faut et il 


suffit : 


Ou bien que, les coefficients, A,, A,, As, de la première équation 


étant tous nuls, la deuxième admette quelque racine; 


Ou bien que, A, étant différent de zéro, le résultant des deux 


formes 
Age? + 2A, ry + Asy?, 
B,ri+ 3B 2? + 3B,29° + By 


soit égal à zéro, c’est-à-dire que l’on ait (n° 4, IV) 


A, Oo oO B, oO 


GA, Age 28 Gaby ks 


Ou bien, enfin, que, A, étant nul et A, différent de zéro, le résul- 


tant des deux formes 
2A,r + Ay, 


By? + 3B,x?r + 3B,2)°+ B,r* 


soit égal à zéro, c’est-à-dire que l'on ait (n° 4, TIT) 
> À; oO o B, 
Ay 2A, oO 3B, 
0 Ay 9A) OS B: 


oO O A + B. 


eee À 4 
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III. Pour que les trois équations du second degré 


A,v?+ A,x+ A,=0, 
B,z2?+ B,zx + B,=0, 
C,2?+ Gr + C,=0, 


à Vinconnue x, admettent quelque racine commune, il faut et il 


suffit : 

Ou bien que, les coefficients, A,, A,, As, B,, B,, B., des deux pre- 
mières équations étant tous nuls, la troisième admette quelque 
racine; 

Ou bien que, A,, A,, A, étant nuls et B, différent de zéro, le 


resultant des deux formes quadratiques 


B,z?+ B, ry + B,y’, 
C,2*+ Cry + C,y* 


soit égal à zéro, c'est-à-dire que l’on ait (n° 4, IT) 
(B,C, — C,B,)? — (B,C, — C,B, )( B,C, — C, B,) = 0; 


Ou bien que, A,, A,, Ay, B, étant nuls et B, différent de zéro, le 
résultant des deux formes 
B,zx + By, 
C,2?+ Cry + GC, y? 


soit égal à zéro, c’est-à-dire que l'on ait (n° 4, D) 
Cpr BTE CLR Oye ot 
Ou bien que, A, étant différent de zéro, le résultant des deux 
formes 


A,a?+ A,xy + A,y?, 
(AB) + Cy )c?+ (AB, + pC, ay + (AB, + pC,)y? 


soit égal à zéro quels que soient 2%, u (n° 7, IIL), c’est-à-dire que l’on 
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ait (n° 4, IT), quels que soient A, Uy 


[Ao (AB, + pC,) — A, (ABo+ Le Co) }? 
—|[A,(2B, + pC) — A, (AB) + Co) JA: (AB, + 2 C,) — A,(2B, + pC, )]=0, 


ou, en ordonnant par rapport à A et u. les quantités contenues dans les 
divers crochets, 
MER, A, AGC l2r, Anji 
2 picayBy25B; Ase HOATC TG, ay 
por BA, YA 2G) A AS 5: 


ou, en égalant à zéro les coefficients des diverses puissances de 7, Uy 


(AyB, — B, A,)?— (Ay B, — By A,)(A,B,— B, A,) = 0, 

2(A,B, — B,A,.)(A,C,— C, A.) 
(ACB apy AGA CL GC, A,y (AGC; —C, Ay (ASB, BA = 6) 
(A,C, LF GAP (Ap OC, C,A,)(A,C,— C, A,) OF 


Ou bien, enfin, que, A, étant nul et A, différent de zéro, le résul- 


tant des deux formes 
| Aix + Ay, 


(ABy + mo) + (AB, +pC)xy + (AB, + pC,)3? 


soit égal à zéro quels que soient A, v., c’est-à-dire que l’on ait (n° 4, D, 
quels que soient A, 1, 


RMC ALT AChE, DOS — AAP eG, 72 6 


ou, en égalant à zéro le coefficient de et celui de y, 


A°B,— A, (A,B, — ay Nees 
AC — A,(A,C — AT De 


Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — Juin 1923. 
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CHAPITRE Il. 


SYSTÈMES D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES LINÉAIRES, HOMOGENES, ET A 
COEFFICIENTS CONSTANTS; LEUR DISTINCTION EN DEUX ESPÈCES; DÉFINITION 
DE LEUR INTEGRATION RESTREINTE; INTEGRATION RESTREINTE DES SYSTÈMES 
QUI SONT A LA FOIS DE PREMIÈRE ESPÈCE ET DU PREMIER ORDRE. 


Distinction des systèmes en deux espèces; définition de leur intégration 
restreinte. 


9. Considérons un système d’équations aux dérivées partielles 
d'ordre quelconque impliquant diverses fonctions inconnues, u, ¥, ..., 
des variables indépendantes x, y, ..., et présentant, par rapport à ces 
inconnues et à leurs dérivées, la forme linéaire et homogène à coeffi- 
cients constants : exclusion totale étant faite, dans ce qui va suivre, 
de la solution banale où toutes les inconnues sont identiquement 
nulles, nous dirons que le système considéré est possible ou impossible 
suivant qu'il admet, ou non, quelque autre solution. 

Les intégrales générales d’un système possible dépendant, comme 
on sait, de fonctions (ou constantes) arbitraires en nombre fini, cons- 
truisons un quadrillage rectangulaire dont les lignes correspondent 
aux variables indépendantes x, y, ..., et les colonnes aux fonctions 
arbitraires dont dépendent les intégrales générales; puis, dans la 
colonne qui correspond à l’une quelconque de ces arbitraires, noircis- 
sons à l’aide de hachures les cases situées dans les lignes correspon- 
dant aux diverses variables dont ne dépend pas (schématiquement) 
l’arbitraire considérée; et répétons l'opération successivement dans 
toutes les colonnes : nous obtiendrons ainsi une sorte de damier où 
les cases blanches et noires pourront offrir des dispositions relatives 
variées. 

Un, calcul limité permet, comme nous l’établirons plus loin 
(Chap. IT), de reconnaitre si le système donné est possible ou impossible, 
et, dans le cas de possibilité, d'en construire le damier. 

Dans les systèmes possibles, nous distinguerons deux espèces, 
suivant que les intégrales générales dépendent de constantes arbi- 


Rinrin tt, 
ds FER 
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traires en. nombre limité (première espèce) ou illimité (deuxième 
espèce). 

Pour qu'un système possible soit de première espèce, il est évidemment 
nécessaire et suffisant que le damier construit d’après les indications 
précédentes ne renferme que des cases noires: les constantes arbitraires 
dont dépendent en pareil cas ses intégrales générales seront en même 
nombre que les colonnes du damier. 


10. Supposons actuellement que le système considéré au début du 
numéro précédent soit résolu par rapport à diverses dérivées premières 
des fonctions inconnues u, », ... (les seconds membres étant d’ail- 
leurs d'ordre quelconque); et écrivons-en les diverses équations dans 
les cases d’un quadrillage rectangulaire dont les lignes correspondent 
aux variables indépendantes x, y, ... et les colonnes aux fonctions 
inconnues uw, ¢, ..., en mettant l'équation qui aurait, par exemple, 


du : : 5 : RATÉ 
x Pour premier membre, dans la case qui appartient à la fois à la 


colonne (wz) et à la ligne (x): nous obtiendrons ainsi un Tableau où 
les cases vides et pleines pourront offrir des dispositions relatives 
variées. Supposons maintenant que le systéme dont il s’agit soit 
complètement intégrable : de la forme schématique (qui est ici on ne 
peut plus simple) des conditions initiales, il résulte immédiatement 
que le Tableau et le damier respectivement formés, l’un avec des cases 
vides et pleines conformément aux indications du présent numéro, 
l’autre avec des cases blanches et noires conformément aux indica- 
tions du numéro précédent, sont, à part cela, identiques l’un à l’autre. 


11. Dans le système envisagé, nous qualifierons d'rnmédriate toute 


solution (hypothétique) de la forme 


Po UE er. 
| p — nf LE 


LA 
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des constantes, les dernières, v, 9, ..., étant expressément assujetties 
à n’étre pas nulles à la fois. La recherche de ces solutions se nommera 
l'intégration restreinte du système. 

Nous allons examiner le problème de l'intégration restreinte pour 
ceux des systèmes de première espèce qui sont en même temps du 
premier ordre, c’est-à-dire : 1° pour les systèmes d'équations dfféren- 
tielles ordinaires ; 2° pour les systèmes passifs d'équations différen- 
tielles totales du premier ordre. 


Intégration restreinte d'un système d'équations différentielles ordinaires. 


12. Considérons le système des g équations différentielles 


du dy dt 
Drap e Re ren toet... thy, 
du ds dl ; 
(1) Oe 7 PT + He = au + Oy +... + ist, 
cu re ER RD 
ex Page tet Nis 7, = Au + Ose +... + hot, 


où les notations u,+, ..., t désignant g fonctions inconnues de la 
variable indépendante +, et les notations | 


des constantes données; on suppose essentiellement que le système (1) 
est résoluble par rapport aux dérivées premières de u,v, ...,¢,c’est- | 
à-dire que le déterminant 


MU bi es. mn 

(2) ‘i 
est différent de zéro. 

Écrivons que le système (1) admet la solution (immédiate) 


» gs Ex 
(3) Was vert v= oer, tas C= ter 
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our, v, >, ..., 7 désignent g+ 1 constantes indéterminées, les g der- 
nières, », Set Pers Étant expressément assujetties à n’être pas nulles 
à la fois : nous ons ainsi les g relations 


(ra,—a,)v+(rB,— b,)o+...+(rn,—h,)t=0, 
(4) (ras — a,)u+ (rB,— b,)o+...4+(rn,—h.)t=0, 
4 
D Ae Me et NE re D 
(rar — ag) + (rBe— bg) eH +(rng— hg) t=0, 
linéaires et homogènes en v, 9, ..., 7; à cause de la restriction 
imposée à ces g sae aiinices: il faudra que l’on ait 
Pa,—a, PB =O, 22) rm "h; 
: rh,— a, = et er 0 
(9) i aie — 0. 
rap— Ag Vee 3 Orne le. 


Cette dernière équation, où ne figure, avec des constantes connues, 
que l’indéterminée r, est, par rapport à 7, de degré g : car, si l’on 
considère le déterminant d'ordre g, à éléments linéaires, qu’elle a 
pour premier membre, le coefficient de r$ dans le développement de 
ce déterminant est égal au déterminant (2), par suite essentiellement 
différent de zéro. En prenant pour r une racine de l’équation (5), et 
pour (v, 2, ...,7) une solution correspondante du système (4), on 
aura pour le système proposé (1) une solution de la forme (3). 

L’équation (5) jouit de deux propriétés importantes que nous allons 
exposer. 


13. Considérons, en même temps que le système (1), le système, 
algébriquement équivalent, qui s’en déduit en combinant linéairement 
les équations (1) par gsystèmes de multiplicateurs (constants) formant 
un déterminant différent de zéro; et soit 


du pan LEE à He 
ag tect vaca A ma Fateh OS he ted 
du de , dt ; ? ; 
rss a = ou VS. + ht, 
(6) gee, 2,12 2 2 2 
du ds ; ; 
bei 2 Ne UE +h 
sd Pg 7 Heh Nig F 


us 
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le système obtenu par l'application de ce mécanisme 5 nous allons 
examiner ce que deviennent les équations (4) et l’équation (5) quand 
on passe du système (1) au système (6). 

En désignant par 


les g systèmes de multiplicateurs ci-dessus spécifiés, on a, entre les 
coefficients des deux systèmes, les relations 


= À + Hits +... + Dites 
Bi= MB, + pbs +. + 08e 


D Ain, + pie +... + Wing, 
Qj;= Mid, + pide +... + Wide, 
b= Aid, += pibs+. Ties wi bg, 


hj=)ihy+ pile t...+ wihg 
CE ras a) ee EE) 


On en déduit 


PO, — j= MT — ay) + pur Ar — az) +...+ wi(razg— ag), 
rp bj=di(rB, Si b;) + pui(r Ba — bz) =. «+ wi(TBy— bg), 
ri hi= h(n, — hy) + pal rma — hg) +... + wi(rng— hg) 


mb de 


il en résulte, si l'on a égard à la règle de multiplication des détermi- 
nants, que l'équation (5) se reproduit, multipliée par le déterminant, 
essentiellement différent de zéro, que forment les 2, Er NO à 
racines de l'équation (5) ne changent donc pas. 


14. Effectuons maintenant dans le système (1) une transformation 
linéaire et homogène (à coefficients constants) des fonctions incon- 


RUES Er 


ST 
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nues, et soient 
U—hU+Ur+.,. +! 
P— au! + ps (ETES : e+ Ge Le 


Agu’ + pee’ +... + wel! 


les formules de transformation, où les À, Uy ..., w forment un déter- 
minant différent de zéro; soit, en outre, 


PU , dy! mae Le wey oe 

Pe Pies es nee eu bi ae hy Oh 

du’ , dv’ dt' 

a, —— —— : ar anu’ + be +... + hit, 
(7) Meg we oder FL deo agian ee 

sith Stele SNE. oS ot dc oh ia te ae Si a LI Re x 

du' dy’ dt’ 

! ! ES IEEE aT PET; hop 

oe Beat + ig Ge ag’ + bev’ +... + het 


le système déduit de (1) par la transformation dont il s’agit : nous 
allons examiner ce que deviennent les équations (4) et l’équation (5) 
quand on passe du systeme (1) au systéme (7). 

Entre les coefficients de ces deux systèmes on a les relations 


Qa À, œ GE 2B: Su LAN: 
Bi pti habit... + penis 


Nj Où Mi + W2 Bit. ..+ WeNi, 
| Aj), ag t+ hg bj +... tg hi. 
| b= pr Git pabi +... + pol, 


hi 0, i+ @20:+...+ wgh; 


(LES es oul 
On en déduit 
| rai a), (rai— ai) + A, (ri bi)+.. + (rni— hi). 
r3i— b3= pur a1) + pal Bi— bi)+... pro hi). 


rnz— hs (ra a) + @(rBi—bi)+... +0, (ri h;) 


Vie de a Pe ED 


il en résulte, si l’on a égard à la règle de multiplication des détermi- 


AZUR 
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nants, que l’équation (5) se reproduit, multipliée par le déterminant, 
essentiellement différent de zéro, que forment les À, wu, ..., @ : 1ci 
encore, les racines de l'équation (5) ne chargent donc pas. 


15. Cette équation remarquable se nomme l’équation caractéristique 
du système (1); il résulte de notre exposé du n° 12 que les valeurs der 
figurant dans les solutions immédiates du système ne sont autres que les 
racines de l'équation caractéristique. 


Intégration restreinte d'un système total passif. 


16. Considérons un système passif, S, d'équations différentielles 
totales du premier ordre, impliquant les g fonctions inconnues #,, 
Uy, ...,Uy des n variables indépendantes +, y, ..., et dans lequel 
les ng dérivées 


Ou, Ou, du. 
==), =» tery > 
dr dr dr 
ou, On, On. 
CU? 7. p LEE ) “ae 
Oy Ov Ov 


se trouvent exprunées par autant de fonctions linéaires et homogènes, à 
coefficients constants, de Uy, Uy, ..., Ug. On se propose d'effectuer l'in- 
tégration restreinte du système S, c'est-à-dire, conformément à une 
définition posée plus haut (n° 11), d'en rechercher les diverses solu- 
tions de la forme 

hy set De A OC” 

| Ue ee 


(1) 4 


OUT, S, ..., 1, Vs, . .., 0, désignent à + s constantes indéterminées, 
les g dernières, u,, 0,,...,u., étant expressément assujelties à 


n'être pas nulles à la fois. 

Dans le Tableau (dressé conformément aux indications du n° 10) 
du système S, chaque ligne, considérée isolément comme si la variable 
indépendante qui lui correspond était la seule, constitue un système 


— me we 


sù Lt nn 
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d'équations différentielles ordinaires auquel correspond une certaine 
équation caractéristique (n° 15); or, nous allons établir la propriété 
suivante : 

L'intégration restreinte de S se raméne à la résolution des n équations 
Caractéristiques qui correspondent respectivement aux n lignes (x), 
(y), .... Pour avoir les divers systèmes de valeurs der, s, ... qui 
figurent dans les solutions immédiates du système, on écrira sur 
une première rangée les racines distinctes de l’équation caractéris- 
tique qui correspond à la ligne (x); sur une deuxième rangée, les 
racines distinctes de l’équation caractéristique qui correspond à la 
ligne (y); etc. ; et l’on prendra, de toutes les manières possibles, une 
quantité, et une seule, dans chacune de ces n rangées. 

Le cas élémentaire et classique d’une seule variable indépendante 
avant été examiné dans ce qui précède (n°% 12, 13, 14 et 15), il nous 
suffira d'établir que sz la proposition est vraie pour n — 1 variables indé- 
pendantes, elle l’est encore pour n variables. 

Les solutions cherchées de S devant être de la forme (1), effectuons 
tout d’abord, dans le système S, la transformation 


(2) Une EU, TC ae Ug CT Us, 


où r désigne une constante provisoirement indéterminée, et »,, 
Uo, +--+, Ye de nouvelles fonctions inconnues, assujetties à ne dépendre 
que des n — 1 variables y, ..., à l’exclusion de +. En effectuant la 
transformation (2) sur les n—1 lignes (y), ..., on ne fera, après 
suppression du facteur commun e”*, que reproduire ces n — 1 lignes 
elles-mêmes, à cela près que les notations &,, u,,..., u, se trouveront 
respectivement remplacées par les notations 9,,%,, ...,,v,. D'ailleurs, le 
système S, où se trouvent engagées lesn variables x, vy, ..., étant 
passif par hypothèse, on aperçoit immédiatement que le systéme, S’, 
formé par ces n —1 nouvelles lignes, et où se trouvent engagées les 
n — 1 variables y, ..., à l'exclusion de x, jouit de la mème propriété. 
De ce système S’ il faudra tout d’abord effectuer l'intégration res- 
treinte; il faudra écrire ensuite que les solutions immédiates de S, 
multipliées par e“*, vérifient la ligne (x) du système S. 

Or, de ce qui est provisoirement admis pour le cas de n — 1 variables 
indépendantes, résulte pour le système S’ la propriété suivante : 


5 
Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — Juin 1928. 29 
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L'intégration restreinte de S' se ramène à la résolution des n — 1 équa- 
tions caractéristiques qui correspondent respectivement aux n —1 lignes 
(y), .... Pour avoir les divers systèmes de valeurs de s, ... qui 
figurent dans les solutions immédiates de S’, on écrira sur une pre- 
mière rangée les racines distinctes de l'équation caractéristique qui 
correspond à la première ligne, (y), du Tableau de S'; sur une 
deuxième rangée, les racines distinctes de l’équation caractéristique 
qui correspond à la ligne suivante; etc.; et l’on prendra, de toutes les 
manières possibles, une quantité, et une seule, dans chacune de ces 
n — 1 rangées. 

Écrivons maintenant que les solutions immédiates de S’, multipliées 
par e*, vérifient la ligne (a) du système S: après suppression du 
facteur commun e”’*+-, on se trouve conduit à considérer, dans les 
formules (2), 7, v,, Yo, ..., v, comme des constantes provisoirement 
indéterminées, et à écrire que la ligne (x) du système S est vérifiée 
par les fonctions w,, u,, ..., Ug ainsi définies; en d’autres termes, on 
se trouve conduit à effectuer l'intégration -restreinte de la ligne (x) 
comme si x était la seule variable indépendante. Les valeurs de r qui 
Jigurent dans les solutions immédiates de la ligne (x), considérée isolé- 
ment, ne sont autres d’ailleurs que les racines de l'équation caractéristique 
correspondante. 

Ce résultat, rapproché de celui qui vient d’être formulé relativement 
aS’, suffit à établir le point que nous avions en vue. 


CHAPITRE UI. 


INTÉGRATION RESTREINTE DES SYSTÈMES DE PREMIÈRE ESPÈCE D'ORDRE QUELCONQUE. 


Examen de la question de possibilité pour un système donné d'équations 
aux dérivées partielles; détermination de l'espèce d’un système possible. 


(Nous nous bornerons, pour plus de simplicité, au cas où le sys- 
“ ,7 . om 6: 3 . , . . 
tème d'équations aux dérivées partielles proposé n'implique qu'une 


dll a. 
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fonction inconnue : ce cas est le seul que nous aurons à utiliser pour 
l’objet du présent travail. ) 


17. On peut, à l’aide d’un calcul limité dont nous allons indiquer le 
mécanisme, reconnaitre st un système donné (présentant, par rapport à 
l’inconnue et à ses dérivées, la forme linéaire et homogène à coeffi- 
cients constants) est possible ou impossible, et, dans le cas de possibilité, 
s'ul est de première ou de deuxième espèce. 


I. Nous dirons que deux systèmes (de la forme spécifiée) sont ana- 
lytiquement équivalents, s'ils admettent la même intégrale générale 
(ce qui comprend le cas particulier où tous deux sont impossibles). 


II. Si, dans un système (de la forme spécifiée) résolu par rapport à 
dwerses dérivées de l'inconnue u, on attribue, conformément aux indi- 
cations formulées dans la définition de l’orthonomie('), p cotes succes- 
sives à chacune des variables indépendantes (?); si, de plus, chaque second 
membre ne contient, outre l'inconnue u, que des dérivées qui soient nor- 
males par rapport au premier membre correspondant : on peut, sans 
changer les cotes, en déduire un système orthonome (de même forme) 
analytiquement équivalent (1) au proposé, et composé d’un nombre égal 


: d'équations a ryant respectivement les mémes premiers membres, 


(Voir Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, n° 214, V.) 


II. Si l’on considère une fonction u des variables indépendantes x, 
y, ..., et que l'on forme successiwement, avec des dérivées de u, divers 
ensembles (limités) dont chacun ne contienne que des dérivées paramé- 
triques relativement à tous les précédents, le nombre de ces ensembles est 
forcément limité. 

(Voir tbid., n° 214, VI.) 


IV. En vue d’une démonstration aussi simple que possible de notre 
énoncé général, nous poserons les définitions suivantes : 


(1) Voir Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, n° 104. 
(2) On aperçoit sans peine que, la fonction inconnue étant ici supposée unique, il 
n’y a pas à se préoccuper d'elle dans l’attribution des cotes. 
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Désignant par w une fonction inconnue des variables indépen- 
dantes x, y, ..., 5, ¢,adoptons pour celles-ci un ordre déterminé, par 
exemple 


et rangeons comme il suit, sur une ligne indéfinie allant de droite a 
gauche, les dérivées de tous ordres de wu. Sur cette ligne, nous écrirons 
d’abord l’ensemble des dérivées premières, puis à gauche de celui-ci 
l’ensemble des dérivées secondes, puis à gauche de ce dernier 
l’ensemble des dérivées troisièmes, et ainsi de suite indéfiniment. 
Désignant ensuite par «, 3, ..., A, u les ordres partiels d’une dérivée 
quelconque relatifs à æ, y, ..., 3, t, nous diviserons chacun de ces 
ensembles en ensembles partiels se succédant de gauche à droite 
d’après les valeurs décroissantes de l’ordre partiel x; puis chacun des 
ensembles partiels en sous-ensembles se succédant de gauche à droite 
d’après les valeurs décroissantes de l’ordre partiel 8; et ainsi jusqu'à 
l’ordre partiel À (inclusivement). Chacun des ensembles définitifs se 
composera alors d’une dérivée unique, et les dérivées de tous ordres 
de wv se trouveront rangées, sur une ligne indéfinie allant de droite à 
gauche, dans un ordre bien déterminé. Nous qualifierons de taxique 
la suite ainsi obtenue, et nous dirons qu’une dérivée de wu est anté- 
rieure où postérieure à une autre, selon que, dans la suite taxique, 
elle figure à gauche ou à droite de cette autre. 

Cela étant, un système d'équations aux dérivées partielles impli- 
quant une fonction inconnue (et présentant, par rapport à cette 
inconnue et à ses dérivées, la forme linéaire et homogène à coefficients 
constants) sera dit tarique, s'il se trouve résolu par rapport à diverses 
dérivées de l’inconnue, et si l’on peut trouver pour les variables indé- 
pendantes un ordre tel, que chaque second membre ne contienne, 
outre linconnue, que des dérivées paramétriques postérieures au 
premier membre correspondant. 

Un pareil système est nécessairement orthonome. ( Voir Les systèmes 
d'équations aux dérivées partielles, n° 215, I.) 


V. Revenons à notre énoncé général. 
Désignant par £ le système proposé, où se trouve engagée |’in- 
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connue 4, et considérant la suite taxique, nous chercherons quel est, 
dans cette suite, le terme le plus éloigné (vers la gauche ) qui figure 
effectivement dans les équations de Y, nous résoudrons par rapport au 
terme dont il s’agit l’une des équations où il figure, et nous en porte- 
rons la valeur dans les équations restantes : nous aurons ainsi, outre 
la formule de résolution, un nouveau système, €, contenant une 
équation de moins que le proposé, et dans lequel ne figure plus la 
dérivée éliminée ni aucune des dérivées situées à sa gauche dans la 
suite taxique. Nous considérerons, parmi les dérivées restantes, la 
plus éloignée (vers la gauche) de celles qui figurent effectivement 
dans £’, nous résoudrons par rapport à elle l’une des équations de Ÿ 
où elle figure, et nous en porterons la valeur tant dans les équations 
restantes que dans la première formule de résolution, ce qui nous 
donnera, outre les deux formules obtenues par résolutions succes- 
sives, un troisième système contenant deux équations de moins que le 
proposé. Et ainsi de suite. En d’autres termes, nous déduirons des 
équations données, par résolutions successives, des formules dont les 
premiers membres se trouvent rangés suivant l’ordre taxique, et il 
arrivera alors de deux choses l’une : ou bien on finira par tomber sur 
la relation uv = o, auquel cas le système £ sera impossible; ou bien le 
système = se trouvera remplacé par un système taxique, €. 

Si le système € n'est point passif, on considérera, parmi les condi- 
tions de passivité, celles qui ne se réduisent pas à des identités, et 
l’on observera qu’elles constituent autant de relations auxquelles les 
intégrales du proposé = doivent nécessairement satisfaire. De ces 
relations on déduira alors, par résolutions successives, des formules 
dont les premiers membres se trouvent rangés suivant l’ordre taxique; 
si, au cours de ce calcul, on tombe sur la relation «=o, le système 
proposé est impossible; dans le cas contraire, on adjoindra au sys- 
tème € les formules dont il vient d’être question, et l’on substituera 
au système global ainsi formé, où les équations sont toutes normales, 
un système taxique, €’, composé d’un nombre égal d'équations ayant 
respectivement les mêmes premiers membres (II). Si le système €’ 
n’est point passif, on le traitera comme le système €, etl'on conti- 
nuera ainsi jusqu’à ce que l’on tombe, soit sur la relation # = 0, indi- 
quant l'impossibilité du système proposé, soit sur un système passif : 
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or, l’une ou l’autre de ces deux dernières circonstances ne pourra 
manquer de se produire après un nombre limité d'opérations. Effecti- 
vement, dans l'hypothèse contraire, le mécanisme du calcul engen- 
drerait une suite limitée de systèmes taxiques et non passifs; en com- 
parant entre eux deux systèmes consécutifs de cette suite, on trouverait 
dans le second deux groupes : l’un composé d’équations en nombre 
égal à celles du premier système et ayant respectivement les mêmes 
premiers membres, l’autre résolu par rapport à des dérivées paramé- 
triques du premier. En vertu de l'alinéa III, toutes les dérivées de 
l'inconnue u finiraient donc par devenir principales, et les conditions 
de passivité ne pourraient plus fournir alors que la relation vu — 0, ce 
qui est contradictoire. | 

Cette alternative une fois établie, un mot suffit pour achever la 
démonstration de notre énoncé général. 

Si, au cours du calcul, on tombe sur la relation u = 0, le système 
proposé = est impossible. 

Dans le cas contraire, le système & se trouve finalement remplacé 
par un certain système taxique passif; dans ce dernier système 
d’ailleurs, la simple connaissance des premiers membres fournit, à 
l'aide d’un calcul élémentaire, la forme schématique de la détermina- 
tion initiale de l'intégrale : suivant que, dans la détermination initiale 
ainsi calculée, figure un nombre limité ou illimité de constantes 


arbitraires, le système possible 2 sera de première ou de deuxième 
espèce. 


Intégration restreinte d'un système quelconque de première espèce. 


18. Désignant par w la fonction inconnue et par æ,y, ... les 
n variables indépendantes, nous avons nommé intégration restreinte 
d’un système possible la recherche des solutions immédiates, c’est-à- 
dire des solutions de la forme 


( 1) = velt+rsy+.... 


or, s, ..., vdésignent n + 1 constantes, la dernière, v, étant expres- 


sement assujettie à n'étre pas nulle. 


9° ’ , . ‘ . . . 
L'intégration restreinte d’un système possible revient évidemment 


+ ENS 
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à celle d’un système taxique passif qui lui soit équivalent au point 
de vue de l'intégration générale : nous nous bornerons ici au cas d’un 
_Systeme taxique passif de première espèce, et, désignant par g le 
nombre des constantes arbitraires dont dépend son intégrale générale, 
nous établirons la proposition suivante : 


1° L'intégration restreinte d'un système taxique passif de premiére 
espéce se ramène à l'intégrationrestreinte d'un système passif d'équations 
différentielles totales du premier ordre (linéaire, homogène, et à coeffi- 
cients constants) impliquant g fonctions inconnues des mémes variables 
indépendantes. 

2° Les systèmes de valeurs de r, s,... figurant dans les solutions 
immédiates des deux systèmes respectifs (voir la définition rappelée ci- 
dessus et celle que nous avons posée au n° 11) sont les mêmes de part et 
d'autre. | 


I. Dans la démonstration ci-après exposée, nous désignerons par X 
le système taxique passif donné, et par S le système total passif du pre- 
muer ordre qu’on se propose de lui substituer; les diverses équations 
de S devront être écrites, conformément aux équations du n° 10, dans 
les cases d’un quadrillage rectangulaire, et nous ne nous oecuperons 
tout d’abord que des premiers membres. 


L'économie des conditions initiales ayant été fixée dans le système 

À fy i Fre y 

taxique passif 2, sol dat ye 

les conditions dont il s’agit. Cela étant, nous prendrons, dans S, pour 
: Le. O%+B +. se 

l’une de nos inconnues, la quantité 5"; que nous désignerons 

par vag .; puis, dans les cases successives, (x), (y), ..., de la 


colonne (4,8...) nous écrirons les premiers membres 


l’un des premiers membres figurant dans 


ua... __ du; Be 
Tasha ae METRE SS 


Ce que nous venons de faire pour l’une des conditions initiales, nous 
le ferons pour toutes les autres. Notre quadrillage rectangulaire ne 
contiendra ainsi que des cases pleines, et, quelques seconds membres 
que nous y écrivions ultérieurement, on voit dès maintenant que si 
l'on considère, d’une part, dans l’ancien système, l’ensemble formé 
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par V'inconnue u et ses dérivées paramétriques, d'autre part, dans le 
nouveau, l’ensemble formé par les inconnues, les deux ensembles 
ainsi obtenus se correspondront terme à terme, et que le second se 
déduira du premier par de simples changements de notations; de 
mème, et toujours aux notations près, l'économie des conditions int 
tiales sera la méme dans les deux systèmrs. Quant aux dérivées princi- 
pales du nouveau système, elles coincideront, aux notations près, les 
unes avec des dérivées principales, les autres avec des dérivées para- 
métriques de l’ancien. 

Occupons-nous maintenant des seconds membres du système S. 

Si, pour fixer les idées, on considère l'équation qui, dans $, a 
pour premier membre Pants, ce premier membre coincide, à la nota- 
; x fee) . KALB 7g 
tion près, avec une dérivée ancienne, Ga gy BR 
ment identique, soit (si elle est paramétrique) au premier membre de 
quelque condition initiale de X, soit (dans le cas contraire) à quelque 
dérivée principale de &. Dans le premier cas, elle coincide, à la 
notation près, avec quelque inconnue adjointe de S, et nous égalerons 


Oy... 


Ox 

une expression (unique) présentant la forme linéaire et homogène, à 

coeflicients constants, par rapport à l’ensemble que forment, dans le 

système £, l'inconnue w et ses dérivées paramétriques ; nous remplace- 

rons, dans cette expression, toutes les dérivées paramétriques de Y 

par les fonctions inconnues de S quileur correspondent respectivement, 
Ou 


, r hs t 3 3 AT 
el nous égalerons abs à l'expression ainsi modifiée. 


» qui est nécessaire- 


alors à cette inconnue adjointe. Dans le second cas, elle admet 


Tel est le système différentiel total du premier ordre, linéaire, homo- 
gine, et à coefficients constants, auquel fait allusion notre énoncé. 
Dans les deux systèmes Y et S, l'économie des conditions initiales est, 
comme nous l'avons dit, identique aux notations près; d’autre part, à 
toute solution de Sen correspond une de S, qui s’en déduit par la 
simple adjonction aux inconnues de de leurs dérivées paramétriques ; 
finalement, il résulte de nos hypothèses sur le système Ÿ que ce der- 
nier est complètement intégrable : or le simple rapprochement de ces 
trois faits montre que le système Sest bien, comme le dit notre énoncé, 


ay de à 
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complètement intégrable, et que l'intégration générale de = se ramène 
à celle de S. 

Cette conclusion s'applique d’ailleurs aussi, comme nous allons le 
voir, à l'intégration restreinte. 

Supposons en effet que le système Y admette la solution immédiate 
user où v est différent de zéro. En vertu même du mécanisme 
à l’aide duquel à été déduit de Ÿ, si Pon désigne par 


Ua ss 


les inconnues adjointes de S, ce dernier système admettra la solution 
J ; à 
D B+... y 


ee: € ea Jette 
C= Ver. Por se ih. == 5 = yr si SA pte s) tee. 
OL OVP oi 


où, par suite de l'hypothèse relative à v, les constantes 


des SOO Peon die 


ne sont pas toutes nulles. 
Inversement, supposons que le système S admette la solution immé- 


diate 


ROC OS ite arn la JU CO te ee 


où les constantes 
dar Nd PS 


ne sont pas toutes nulles. Pour la méme raison que ci-dessus, le sys- 
tème © admettra la solution w=v""'’*, et l'on aura en outre les 


relations 


PE 
LE SS OD) 
FA DE dx? dv. ve 
c’est-à-dire | 
sata UP saa ia PES: EMERY ee 
d’où l’on tire, finalement, 
Mr vou DRE hs as 


Si donc la constante », qui figure dans la solution de =, était nulle, 
les constantes 


RE PT el Pie FO ME SOS 


1 
ps) 


Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — Jux 1928. 
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qui figurent dans celle de S, le seraient toutes, ce qui est contraire à 
l'hypothèse. + 

L'intégration restreinte de Z se ramène donc bien à celle de S. 

On voit en même temps que les systèmes de valeurs der, s, ... 
figurant dans les solutions immédiates des systèmes respectifs = et S 
sont les mêmes de part et d'autre. | 


CHAPITRE IV. 


RÉSOLUTION NUMÉRIQUE DES SYSTÈMES ALGÉBRIQUES. 


‘Cas fondamental. 


19. A un système algébrique quelconque où se trouvent engagées 
les n inconnues æ, y, ..., 


2 & 2 018 Pie y Voie 6 0 0.8 60-8 sine 6 6.0 6 


CM (4. < «acy Pas May tees Farc. COCIICIONIS contaniay 


faisons correspondre le système différentiel partiel 


dti. y 
Ne cmt —_ 
'OX@0YS... +...+P,u=0, 


(2) dit 1 
——,— +...+ P,u=0, 


impliquant la fonction inconnue u des n variables indépendantes 
ne ER 

) , » Ip 1 r#brr, i PT, 

Pour que le système algébrique (1) admette la solution numérique 


A | 


(3) By Myer in Vin 


dl faut et il suffit que le système différentiel partiel (2) admette la solution 
immédiate 


( 1) u—verX+y%+... 


ona 
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(où v, conformément : à une définition posée, désigne une constante non 
nulle, évidemment arbitraire). Et ainsi, la recherche des solutions numé- 
riques du système algébrique (1) se ramène al’ intègration restreinte du 
système différentiel partiel (2), et réciproquement. 

Opérons en effet dans le système (2) la substitution (4) : comme 


a+3+... AXE) VE... ; 
( [ve ; | = yaa "3 et X+y'T+... 
OX*0Y®... whe 


le résultat de cette substitution peut manifestement s’obtenir en intro- 
duisant dans le système (1) l'hypothèse numérique (3), et multipliant 
chacune des relations obtenues par le facteur différent de zéro 
ve"*#%+, On en déduit immédiatement notre énoncé. 


20. St donc le système (2) est possible, et que son intégrale générale 
dépende d’un nombre limité, g, de constantes arbitraires, la résolution 
numérique du système (1) se ramène au cas remarquable a l'intégration 
restreinte qui fait l’objet du n° 18, et, par suite (n° 16), à la Rss 
numérique d'un système de n équations algébriques de degré g, impli- 
quant respectivement n inconnues différentes. 


Cas général. 


91. La recherche des solutions numériques d'un système quelconque 
d'équations algébriques entières, à un nombre quelconque, n, d’incon- 
nues, se ramène à la considération exclusive du cas fondamental, formulé 
au numéro précédent. 


I. La proposition est vrale pourn=1. 
Soit 
A,xt+A,xt +... + Age + Ac=0, 
(1) B,2 +B, 2! +... + By, 2+ Bs =o, 


Soie elle DS os ere ea eratsvertGe URLs MT + Sma te we © 


le système proposé. | 
Si les constantes A, B, ... sont toutes nulles, le système (1) est 
me #5 a 

vérifié pour toute valeur numérique de l'inconnue x. 

133 


188 CHARLES RIQUIER. — SYSTÈMES D'ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES ENTIÈRES. 
Si quelqu’une des constantes A, B, ... est différente de zéro, on 


fait correspondre au système (1), par l'application du mécanisme indi- 
qué au n° 19, le système des équations différentielles simultanées 


deu dy du 


Aa + Ar CT + Mi TR + Ay,u=o, 
BY D b— 
(2) MS ni du ray ee du - bites 
dN 


| By aKa + B, a ae 2 


impliquant la fonction inconnue w de la variable indépendante X. Cela 
étant, de deux choses l’une : é 

Ou bien le systeme (2) est impossible, et n’admet, par suite, aucune 
intégrale de la forme u = ve"*(v +0); le système (1) n’admet alors 
aucune solution numérique; 

Ou bien, le système (2) étant possible, son intégrale générale 
dépend d’un nombre limité de constantes arbitraires; on se trouve 
alors ramené, pour la résolution. numérique du système (1), au cas 
fondamental. 


IT. Sr la proposition est vraie pour n — 1 inconnues, elle l'est encore 
pour n inconnues, X,Y, .... 


Effectivement, le système proposé, S, peut s’écrire sous la forme (1), 
où les A, B, ... désignent des fonctions algébriques entières de y,.... 
L’élimination de æ (Chap. 1) effectuée entre les N équations de S, 
fournit divers systèmes de conditions nécessaires et suffisantes, dans 
chacun desquels ne peuvent figurer que les nm — 1 inconnues y, ..., 
à l'exclusion de a : soit a l’un de ces systèmes de conditions. En vertu 
de ce qui est provisoirement admis pour x —- r inconnues, le système 5 
est resoluble par le seul recours au cas fondamental; si on le suppose 
vérifié pour y, ...=y', ..., et que l’on fasse y, ...— y', ... dans 
les coefficients A, B, ... du système (1), on tombe sur un système 
algébrique (nécessairement possible) à la seule inconnue x, résoluble, 
en vertu de I, par le seul recours à ce même cas. 


I. Le simple rapprochement des alinéas I et II suffit à mettre en 
évidence l'exactitude générale de la proposition formulée. 


SS ——— 


mm dns 


SUR L'INTÉGRATION 


DES 


FAISCEAUX DE TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES 


DANS LE CAS OU, LE DEGRÉ DU FAISCKAU -ETANT nr, © 
CELUI DU FAISCEAU DERIVE EST n-+1 


Par M. E. VESSIOT 


Introduction et résumé. 


4. J'ai donné en 1924 (Bulletin de la Société mathématique de France, 
t. 52, p. 336-395) (') une théorie générale nouvelle des problèmes 
d'intégration, fondée sur la considération des faisceaux de transfor- 


mations infinitésimales. 
Un tel faisceau F est constitué par toutes les transformations 


X =A, X,+ A,X, +... + An Xn, 


- où les X; sont des transformations données 


ne 


ab 0 : 
Re Ena (Ti: en) CT TES It) 
: 


= | 
et où les 4; sont des fonctions arbitraires des variables x,, ..., 2. 
Les X;, supposées divergentes (c'est-à-dire formes linéaires indépen- 


4 d ' x 
dantes relativement aux x constituent une base du faisceau; leur 
LE , 


nombre n (n£m) est le degré du faisceau. Deux transformations du - 
faisceau, Xf et Y/, sont dites en involution si leur crochet de Jacobi 


(1) Dans les notes’ qui renverront à ce Mémoire, nous le désignerons, pour abréger, 


par la lettre M. 
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(X/, Y/) fait partie du faisceau. Le faisceau est dit complet si toutes 
ses transformations sont, deux a deux, en involution. En égalant a 
zéro les transformations de base d’un faiséeau complet, on obtient un 
système complet (au sens de Clebsch); un système fondamental d'inté- 
grales de ce système complet est alors uf système fondamental d'inva- 
riants du faisceau (c’est-à-dire de toutes les transformations du 
faisceau). | 

Tout problème d'intégration équivaut à la recherche des sous-favs- 
ceaux complets d’un certain faisceau F : en égalant à des constantes 
arbitraires un système fondamental d’invariants d’un tel sous-faisceau, 
on obtient une intégrale complète du probleme (‘}); et on les obtient 
toutes ainsi, si l’on fait abstractfon de celles qui auraient un caractère 
singulier. 

Une transformation du faisceau F est dite dstinguée, si elle est en 
involution avec toute transformation du faisceau. Les transformations 
distinguées, quand il y en a, forment un sous-faisceau complet, qui 
sera dit distingué; ou encore caractéristique, parce que les multiplicités 
intégrales de ce sous-faisceau (?) (ayant le nombre maximum de 
dimensions) sont les caractéristiques de Cauchy du problème. 

Si l’on se borne à chercher, sous le nom d’intégrales complètes, celles 
qui ont le nombre maximum de dimensions (ce qui est, en général, le 
problème essentiel), on a ce théorème fondamental que toute intégrale 
complète est une famille de multiplicités engendrées par des caracté- 
ristiques de Cauchy (*); de sorte que le sous-faisceau complet qui 
fournit une intégrale complète contient le sous-faisceau caractéris- 
tique, et que ses invariants sont des invariants du sous-faisceau 
distingué, ou, autrement dit, des fonctions caractéristiques. 


2. Quand un faisceau F n'est pas complet, l’ensemble des crochets 
(X/, Y/) de ses transformations prises deux à deux constitue un 


(1) C'est-à-dire qu’elle est constituée par une famille de multiplicités intégrales 
(voir note suivante), telle qu'il passe, par chaque point (æ,, ..., rm), une multipli- 
cité de la famille. 

(?) Une multiplicité à > dimensions est une multiplicité intégrale d'un faisceau 
quand elle admet 7 transformations (divergentes) de ce faisceau, 

(3) Quand ces caractéristiques existent, sous-entendu. 


Ch intl 


INTÉGRATION DES FAISCEAUX DE TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES. 191 


faisceau F’ qui contient F : c'est le dérivé de F. Celui-ci a, de même, 


un dérivé, et ainsi de suite. La suite des dérivés successifs de F se 

termine par un dernier dérivé, qui est complet, et dont l'intégration 

fournit les invariants de F : ceux-ci n’existent, bien entendu, que si 

le degré du dernier dérivé est inférieur au nombre m des variables. 
La base du dérivé F’ étant prise sous la forme 


X:, Xe, eee ns Z,, Z,, DL. 


on a, pour les crochets (X;, X;), des transformations de base de F, des 
identités-congruences, dites formules de structure, de la forme 


a 


(Xi, Xx) =») CLE GL (mod. (Py Geant Say San: 


fst 


Le signe de congruence (modF) indique que la différence des deux 
membres est une transformation de F. La nature du faisceau, au point 
de vue de son intégration, dépend essentiellement de sa structure; et, 
éventuellement, de celle de ses dérivés successifs; car c’est par des 
comparaisons de structure que l’on reconnaitrait si l’on peut passer 
d’un faisceau à un autre par un changement de variables. 


3. Le présent mémoire est consacré au cas le plus siinple('), celui 
où le dérivé F’ est de degré n + 1, le degré de F étant ». Les formules 
de structure ont alors la forme simple 


(1) (Xp XeVH e122 (tad Futé ka afin); 


_ Z étant une transformation quelconque du dérivé (qui ne fasse pas 
partie de F). 


Si le nombre des variables est m— n +1, l'intégration du faisceau 
équivaut à celle d’une équation de Pfaff, c’est-à-dire au problème de 
Pfaff: celui-ci contient, comme il est bien connu, le problème de 
l’intégration des équations ou systèmes d'équations aux derivées par- 


(1) Le cas qui correspond à celui-là, dans la théorie des systèmes de Pfaff, a été 
étudié par M. Cartan (Bulletin de la Société mathématique de France, t, 29, 1901, 
p. 233); et, antérieurement, par M. E. von Weber (Münchener Sitzungsberichte, 


t. 25, 1895, p. 423), 
13% 
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tielles du premier ordre, à une fonction inconnue. J'ai résumé, dans 
une Note aux Comptes rendus de l’Académie des Sciences ('), ma 
méthode et mes résultats relatifs à ce cas. Ils sont compris dans ce qui 
suit. 

Soit, en général, m—=n-+p(p21) le nombre des variables; et 
posons n=2s-+7, en désignant par 2s le rang du déterminant symé- 
trique gauche dont les éléments sont les fonctions de structure ci. Le 
sous-faisceau caractéristique G est de degré r, et les sous-faisceaux 
complets de degré maximum, fournissant les intégrales complètes, 
sont de degré g = s +r. Au lieu de chercher ces sous-faisceaux com- 
plets de degré g, il est préférable, dans le problème actuel, de cher- 
cher directement les intégrales complètes, c'est-à-dire un système 
d’invariants fondamentaux de ces sous-faisceaux complets. Ces inva-_ 
rian(s, ou éléments de l'intégrale complète, sont, pour chacune d'elles, 
en nombre s+ p : tous doivent être, d'après le théorème fondamental 
sur les caractéristiques de Cauchy, rappelé plus haut, des fonctions 
caractéristiques. 

De plus, dans chaque intégrale complète, on peut faire figurer un 
système d'invariants fondamentaux du faisceau donné F. Un résultat 
essentiel est que, pours > 1, ces invariants de F sont en nombrep—1, 
ou, en d’autres termes, que le dérivé de F est complet. Si l’on intro- 
duisait ces invariants comme variables nouvelles, on serait donc 
ramené au Cas m—=n-+t, C'est-à-dire au cas du problème de Pfaff. 
Mais il est inutile de faire ce changement de variables, et il reste scu- 
lement à trouver les s +1 autres éléments de l'intégrale complète 
cherchée. 

On peut prendre pour l'un d'eux une fonction caractéristique quel- 
conque, soit 3. Pour construire les autres, il suffit de remarquer que 
ce sont des invariants de toute transformation distinguée du sous-fais- 
ceau de F (de degré maximum), ayant 9 pour invariant; ces transfor- 
mations distinguées, parmi lesquelles figurent celles de F, forment un 
faisceau de degré r+ 1: il suftit done d’en trouver une qui n’appar- 
tienne pas au sous-faisceau caractéristique G de F. Pour avoir une 
formule simple, on choisit, dans la base de F, des transformations 
Se we AS An ns! cet nies ORE dees ee chiapas rite à Ji is 


(') Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 184, 17 janvier 1927, p. 143. 


> 
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distinguées pour X,.,, X,.5, .... Xp (v= 2s); et la transformation 
cherchée est, sous forme de déterminant bordé, 


Cys ales: Ci,v X,o 
ROULE DE alhesy’, v6 >. C144 Chy 
(2) = : avec ees 
OL Cha Cyy —X,9 |’ 
; Cy, Cy,v 
X,f Xyf 0 


Je représente cette expression par {9, /}, et je l'appelle le crochet des 
deux fonctions 9 et f : c’est, en effet, une généralisation du crochet de 
Poisson [9, /]. Avec cette notation, la règle de construction d’une 
intégrale complète s’énonce ainsi : On prend un invariant quelconque 
u, du faisceau complet caractéristique G; puis un invariant quelconque 
u, du faisceau (complet) somme de G et de {u,, f}: puis un invariant 
quelconque w, du faisceau (complet) somme de G, de {u,, f} et de 
{u2, f } : et ainsi de suite. Enfin un invariant quelconque , du faisceau 
(complet) somme de G, de{u,, f}, ...,{u,, f}. Ce dernier faisceau 
est l’un quelconque des sous-faisceaux complets de F de degré (maxi- 
mum) g =s + 7; l'intégrale complète correspondante a pour éléments 
Uo, Uy, ..., Us, et les invariants de F. 

On reconnait la marche des intégrations de la méthode de Clebsch, 


pour le problème de Pfaff. 


4. Si l’on introduit, comme variables nouvelles, les éléments w,, 
u,, ..., u, d'une intégrale complète, la base du faisceau se ramène à 


la forme canonique 


| Foto ar of PARC NES of 
CS a a a cite 2 03, 


Les variables #,, ..., ss, qui s’introduisent ainsi, seront dites les ¢/é- 
ments polaires, associés à l'intégrale complète; elles sont délinies par 
l'identité 

(4) rus: à > Vi. f | =o, (modG). 


Hike a | 


L'intégrale complète, éléments polaires compris, est définie par les 


Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — JUILLET 1928. 25 
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relations de crochets suivantes, où p est un facteur indéterminé, 


k | { Uo, HP, {ui ue) =U, (Pi fx) = 0, (ui, fx) = 09, 
(a) ee ui} =); {ou Up |= Pe; CAE ILE <a Ah 


Il est sous-entendu que les u et les ¢ sont, de plus, des fonctions carac- 


téristiques. 
La réduction du faisceau donné F à la forme canonique (3) ramène 
l'intégration de F à celle du farsceau canonique U,, ..., Us, Vi, ...,. 


V,, aux 25 +1 variables uo, Uy, ...,u,,v,, oe Oe Ce probleme équi- 
vaut à la détermination de toutes les transformations de contact 
de l’espace à s +1 dimensions. Les résultats précédents fournissent, 
d'une manière très simple, tous les principes fondamentaux de cette 
théorie des transformations de contact. 


5. Le cas s — 1 ne rentre dans la théorie générale que si le dérivé 
F' de F est complet. Mais il est un autre cas où la solution générale du 
probleme de l'intégration de F (pour s —1) est encore donnée par 
des formules explicites. C’est celui où fes degrés des dérivés successifs 
croissent d’une unité quand on passe de chacun de ces dérivés au sui- 
vant. Je retrouve ainsi, avec des hypothèses un peu plus DER gets 
l'équivalent d’un théorème de M. Cartan ('). 


6. Les résultats résumés ci-dessus (n° 4) entraînent que le passage 
d'une intégrale complète (éléments polaires compris) à une autre se 
fait par une transformation de contact. La détermination générale des 
intégrales complètes doit donc dépendre d’un système différentiel auto- 
morphe (?), correspondant au groupe général des transformations de 
l'espace à s + 1 dimensions. 

Les systèmes automorphes à considérer, ramenés à la forme cano- 
nique qui met en évidence un système fondamental d’invariants diffé- 


rentiels du groupe, out, eomme équations du premier ordre, les sui- 
vantes : 


(6) P| Xi, Lx luv Oin( Hoy Ly, ..., Loe) (i, k=0,1, Ds ay as); 
a eee eee ee ee 
(1) Bulletin de la Société mathématique de France, t. 42, 1914, p. 14-15. 
(2) Voir mon Mémoire des Acta mathematica, t. 28, 1904, p. 311. 


ea YT Oe 


| ( 7) an 
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- et une équation complémentaire 


(aie hy Lar Lsiry +++) Los) 


DT TN Lis). 
OW. TANERNRESE Ua, Vy we ay Vs) (ons » as) 


Dans ces équations, o est un facteur indéterminé à éliminer; les 
crochets de Poisson [2;, x;],, sont pris par LADPOPb los. de Us 
Pis... F Considérés comme variables indépendantes. 

L’équation (7) est, du reste, une condition d’ intégrabilité des équa- 
tions (6), et l’on peut AUS ®, sans intégration, quand on connait 
les 9;,. : 

Inversement, un tel système correspond à un problème de Pfaff. Si 
l’on introduit le crochet généralisé — 


«) es Sous 2 


1=0N K=20 


les équations (6) expriment que le passage des x aux u, ¢ ramène à 
la forme canonique le faisceau F défini par les transformations {æ;, f}. 
Les conditions d’intégrabilité s’obtiennent au moyen de l’identité 


(9) (18, f} 14, D =18,4|.Zf (mod F), 


où 0, d sont des fonctions arbitraires, et Z f une transformation infini- 
tésimale (indéterminée) qui ne dépend pas du choix de ces fonctions. 
Ces conditions étant remplies, la méthode d'intégration résumée au 
n° 3 fournit les w, ¢ en fonction des æ : on y utilise le crochet (8); 
mais on montre que celui-ci ne diffère pa au fond, du crochet tel 


qu'il a été défini au n° 3. 


DIVISIONS DU MÉMOIRE 


I. — Recherche des intégrales complètes (p. 196). 


1. Structure du faisceau. — 2. Involutions et intégrales complètes. — 3. Sous- 
faisceau d’une fonction caractéristique. — 4. Méthode d'intégration. — 5. Le 
crochet de deux fonctions. — 6. Relations de crochets entre les éléments d’une 


intégrale complète quelconque. 
age Passage d’une intégrale complète à une autre (p. 212). 


7. Réduction du faisceau à une forme canonique. — 8. Fonctions polaires d’une inté- 
‘grale complète. — 9. Intégration explicite du faisceau canonique. — 10. Suite : 
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Calcul des fonctions polaires. — 11. Transformations de contact. — 12. Passage 


d’une intégrale complète à une autre. 


Ill. — Étude du cas exceptionnel (p. 228). 


13. Cas où le second dérivé est de degré n + 2. — 14. Généralisation. — 15. Sur l'in- 
tégration des faisceaux considérés. 


IV. — Systèmes automorphes relatifs au groupe général 
des transformations de contact (p.237). 


16. Equations de définition des transformations ipfinitésimales du groupe général des 
transformations de contact. — 17. Équations de définition du groupe général des 
transformations de contact (transformations finies). — 18. Équation complémen- 
taire. — 19. Les systèmes automorphes. — 20. Cas du problème de Pfaff. — 
21. Calcul de l'équation complémentaire. — 22. Réciproque. 


I. — Recherche des intégrales complètes. 


1. Structure du faisceau. — Soient F le faisceau considéré, n son 
degré, Xj,, X2r. rs Xniüne base de,ce faisceau, a; 2, ..., 2%, les 
variables; on posera »m = n + p, et l'on aura p2t. Les formules de 
structure seront de la forme 


(1) (Xi, Xx) = ixZ (mod ER (HER SIT RE 
les coefficients de structure étant liés par les relations 
(2) Cik- Chim 0 (6, Rem aga ory 
Le crochet de deux transformations quelconques de F 
n n 

(3) i> ui Xj, V => 0; Xi; 

} = tess { LEE 
sera ainsi 
(ta (U, V)=®D(ule)2Z (mod F), 
où P est la forme bilinéaire alternée 

- &. 
(2) D(uls) Ep à UT DS CRU FR — UKM). 
i k (t, &) 


Dans les formules (1) et (4), Zest une transformation quelconque 
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-du faisceau dérivé F’ de F; si l’on change cette transformation, ® est 


multipliée par uu facteur. 
Si l’on prend, pour F, une autre base 


(6) X= dar, X (R—1,2,...,n), 


t=1 


les transformations (3) prennent la forme 


nm n 
T S ’ i ! aa 
ia [ => Un Xn =>, oe ca 
; h=1 A=1 
les u’ se déduisant des w, et les «’ des ¢, par la même transformation 
linéaire, contragrédiente à (6), 


na n 
% i a! f 

(8) Uj= Warns ES > PriPn (à =I, 2, ...,n ). 
aor 


h lip= = 


La forme ® se trouve ainsi transformée, de manière que l’on ait 
@ Q k ¥; 1 
(9) ré YawnS> DATS 
t k t k 


et cette identité définit les nouveaux coefficients de structure c;,. 

_ On peut disposer de la transformation (6), ou, ce qui revient au 
même, de la transformation (8) de manière à réduire ® et, par consé- 
quent, la structure de F, à un type canonique. Comme, d’après ce qui 
précéde, ® peut être multipliée par-un facteur arbitraire, c’est l’équa- 
tion Du, ¢) =o qu'ils’agit, au fond, de réduire à une forme canonique. 
Si l’on interprète X,, ...,X, comme des coordonnées, les détermi- 
nants (u;#, — u,0;) sont les coordonnées de la droite intersection des 
plans U = 0, V=o et ®(u,) =o s’interprète comme l'équation d’un 
complexe linéaire. La forme canonique est donc, ainsi qu'il est bien 
connu, 


(10) D 10, eu, Oy EO Ug Oy HE os Par Way Packs: 


On peut l’obtenir comme il suit. Introduisons les dérivées 


n 
(11) DS CLAY D ha a= — > Ci k Uk. 
Rat r 
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Le déterminant A des ¢;,,, hessien de ®, et déterminant des coefficients 
de l’une et l’autre série de dérivées, est, d’après (2), symétrique 
gauche. Soit 2s son rang qui, comme l’on sait, est pair. Si s est nul, 
les ¢;, sont tous nuls, ® est identiquement nulle, et le faisceau F est 
complet. Ce cas sera écarté. : 

Les c;,, n’étant pas tous nuls, on peut supposerc,,, < 0, et alors ®,,, 
et © sont deux formes linéaires indépendantes. Posons 


(12) Y—o— — (®,,0',— d,0.). 
Ci,2 + 
Cette forme W est, d’après (11), bilinéaire et alternée; et ses dérivées 
sont : 
(13) Du Du (C42 Du — Cia us). 


1,2 


On en conclut que ¥",, Y”, sont identiquement nulles, et que les W,,, 
pour ’=3, 4, ..., 2, sont liés par autant de relations indépendantes 
que les ®,, pourz:=1, 2, 3, ...,n. En ce qui concerne ce second 
point, il est évident que toute relation entre les W,, donne une rela- 
tion entre les ®,,, avec les mêmes coefficients, pour 1 = 3, 4, ...,n. 


La réciproque est vraie aussi, car une relation 


entraine une relation 


n 


Da B®, + BD, = 0; 


=3 


et les coefficients 8, et 3, sont nuls, car ce sont, au facteur + Ci,» près, 
les coefficients de +, et de +, dans cette identité. De plus, s’il y a 
plusieurs relations La, ; D, =o, le tableau des coefficients Oiay 10 
%,n n'est pas nul, car il n’y a pas de relation de ce type entre ®/, et D, 
seuls. 

Ainsi W ne contient pas &,, us, v,, v2 et le rang de son hessien est 
inférieur de deux unités au rang du hessien de ®, Ceci établi, faisons 


(4) = — 
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le changement de variables 


! 2 I , ! =e 2 0 , 
—— @,,, Us — ®,,, a ®,,,, Po — = 0%, 
Vex Vou yan à 
pour remplacer w,, u,, 6,, e, ; il est bien cogrédient d’après (11), et il 
donnera 
(15) D—u,v,—-u,v, +. 


= 


Si l’on opère sur des quantités réelles, on pourra supposer ©, > 0, 
quitte à échanger les rôles de ®,, et ®,,; de sorte que la réduction 
sera réelle. 

On pourra maintenant opérer sur W comme on l’a fait sur ®, et 
ainsi de suite, et si le rang du hessien A de ® est 2s, on obtiendra la 
forme type (10) que nous avions annoncée. Remarquons qu’elle admet 


_un groupe linéaire homogène bien connu et Pets par DRE 


s’obtenir d’une infinité de manieéres. 

Il sera commode de changer de notations en écrivant A,, Ag, ..., A, 
DOUANES oN pete 2 4115 AVECADs,. 10 tyr RAPOUT XX NX 
et C,, Co, ..., C, pour Xo3,,, Kasra, -.., Xn. On a ainsi la base cano- 
nique 
(16) At ee ARE CRE RES By CS PIC (n—=2s+r); 


et, en posant 


(17) SNS Ved a A+ SH B+Ÿ 6/6, 


= tA i=4 ie | A1 j=i1 


on aura maintenant 


(18) (U, V)=®(alb).Z  (modF), 
avec 
(19) P—Ÿ (ab, — ba! ). 


EN 
Ceci équivaut à dire que les crochets des transformations de base (16) 
sont tous congrus à zéro, sauf les crochets 


(20) (Ai, Bi) =Z (mod) (= 12, x Se 
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Pour que U soit une transformation distinguée, il faut et il suffit 
que la forme (19) s’annule quels que soient les a’ et les b', donc que U 


se réduise à S c;C où les c; sont arbitraires. Le sous-faisceau des 
~ | 

trarisformations distinguées (') de F est donc le faisceau G de base 
C,,...,C,, il est de degré r= n — 25, le rang du déterminant des C; , 
étant supposé égal à 25. 

Ce dernier résultat s’obtiendrait immédiatement, sans utiliser la 
forme canonique, en écrivant que la forme initiale ® [équation (5)] est 
nulle quels que soient les ¢. 


2. Ingolutions et intégrales complètes. — Au moyen de la base cano- 
nique (16) il est facile de discuter ce que seront les involutions géné- 
rales, de degrés 2, 3, ..., du faisceau F. Soit un sous-faisceau quel- 
conque F,, de degré «, ayant pour base les transformations ' 


(21) Va), aAi+ >, biBi+ > cry Cj (t= 2, eees a). 


| Le | J=1 


Les transformations U [équation (17)] en involution avec ce faisceau 
sont définies, d’après (19), par les équations linéaires 
s 


(22) > (abki— bias) =0 aS Be Pea a JP 


b= 


Ces équations sont indépendantes pourvu qu’aucune combinaison 
des V, ne se réduise à une combinaison des C,, c’est-à-dire pourvu que 
F, ne contienne aucune transformation distinguée de F. Sous cette 
condition, le faisceau W des transformations U en question est de 
degré n — a, et il contient évidemment le faisceau G des transformations 
distinguées. 

Si l’on suppose, de plus, que F, est une involution, W contientF,, de 
sorte que l’on a n—a2a%+7r; ce qui exige a<s. Réciproquement, 


a a On, at ee Toul 


(1) Cest ce que nous appellerons le sous-fuisceau distingué ou le sous-faisceau 
caractéristique de F. , 
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tant que « 5, W contient un sous-faisceau, de degré n — 2% — r, qui 
n’appartient ni à F,, ni à G. 

On conclut de là : 1° que les involutions générales de degré «<s ne 
contiennent aucune transformation distinguée de F; 2° que les involu- 
tions générales de degré « >s se déduisent de l’involution générale : 
de degré s par adjonction de a — s transformations distinguées arbi- 
traires ; 3° que l’involution générale de degré maximum est de degré 
s +r, c'est-à-dire que le genre de F est s +r. 

Cette involuticn générale de degré maximum g=s-+7r peut se 
mettre sous la forme résolue 
(23) Vi= At Ÿ pixBx, (NE DOME is) OC F4 CE HT EE 


k=1 
et les conditions d’involution se réduisent alors à 
(aif) PIR Pra CF = en, leo 


On sait, d’après la théorie générale ('), que les équations aux 
dérivées partielles, relatives aux p;,,, qui expriment que ce faisceau (23) 
est complet, sont compatibles, et qu’elles fournissent tous les sous- 
faisceaux complets généraux, de degré maximum, du faisceau F. 

Les multiplicités intégrales générales d’un tel sous-faisceau complet 
sont représentées par des équations de la forme 


(25) Pa(Lis Les ..-, Lm) = Ch (Rest, 3755.55 +p). 


Nous leur réserverons le nom d’intégrales complètes; nous dirons que 
les fonctions 9, en sont les éléments, et nous énoncerons : l'intégrale 
complète (9,, ®:, ...,®,:,). Nous bornerons le problème de l'inté- 
gration du faisceau F à la recherche de ses intégrales complètes. 

Il y a avantage, dans le cas actuel, à chercher les intégrales com- 
plètes elles-mêmes, et non les sous- Pr complets dont elles sont 
des invariants AA te 

Voici, à cet égard, quelques remarques préliminaires : 


1° Les éléments de toute intégrale complète sont des invariants du 


(1) M., nos 13-14, p. 362 et suiv. 
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sous-faisceau distingué G de F. Cela résulte de ce qui précède, et c’est 
un cas particulier du théorème général de la théorie des caractéris- 
tiques de Cauchy ('). Nous dirons que de tels invariants sont des 
fonctions caractéristiques (pour F); 

‘9° Parmi les. éléments de toute intégrale complète on peut faire 
figurer les invariants du faisceau F, s’il en a. Ces invariants existent, 
si le premier des dérivés successifs de F qui est identique au suivant 
est de degré inférieur à m : il est alors complet (*), et ses invariants 
sont ceux de F. Nous n’aurons donc à chercher, pour chaque intégrale 
complète, que ceux de ses éléments qui ne sont pas des invariants 
de F; 

3° On peut, d’après la remarque précédente, chercher d’abord les 
invariants de F, par l'intégration d’un faisceau complet; en les prenant 
comme variables nouvelles, on réduira l’entier p—m—n d'autant 
d'unités qu’il y aura de tels invariants (indépendants). 

Mais il sera préférable d’éviter ce changement de variables, en lais- 
sant la recherche des autres éléments des intégrales complètes indé- 
pendante de celle des invariants de F. C’est ce que nous ferons. Nous 
désignerons par q le nombre des invariants indépendants de F. Il sera 
maximum, si le dérivé F’ est complet; on a donc : g9 << m—n, c’est- 
a-dire q <p. 


3. Sous-faisceau d’une fonction caractéristique. — Notre méthode 
sera fondée sur l’étude du sous-faisceau de F qui admet pour invariant 
une fonction quelconque 9. D’après les remarques précédentes, nous 
supposerons que 9 n’est pas un inyariant de F, mais est une fonction 
caractéristique, c’est-à-dire un invariant de G. Nous désignerons par F, 
son sous-faisceau, c’est-à-dire le faisceau des transformations de F 
que 9 admet. 

Prenons, comme base de F, d’une part les transformations distin- 
guées C,, ..., C, qui définissent G, d’autre part vy = 25 autres trans- 
formations de : quelconques, sui X,, X,,..., X,. Ces dernières 
pourront être considérées comme base d’un sous-faisceau H de F, et 


(') AL, ee 18-19, P- pa et suiy, 
(Mn, p.310 


INTEGRATION DES FAISCEAUX DE TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES. 203 


. nous dirons que F est le résultant (') de G et H. Alors F, est lui-même 


le résultant de G et du sous-faisceau H, de H formé de toutes les trans- 

v 
formations de H que æ admet : celles-ci sont de la forme Ÿ u;X;, avec 
la condition "1 


v 


(26) DATES 


i=4 


Cette condition n’est pas une identité, parce que 9 n’est pas invariant 
de H, ne l’étant pas de F. Donc F, est de degré n — 1. Cherchons le 
degré de son sous-faisceau distin gut: 

Toutes les transformations C dé G en font serre: Soit, en effet, U 
une transformation quelconque de F,, la transformation (U, C) 
admet 7, puisque U et C l’admettent; or, elle appartient à F, puisque C 
est distinguée dans F; donc elle appartient à F, (0. Ds 

Il résulte de la que, si s=1, F, est complet, car il est de degré 
n—1=r-+1, puisque r= n— 25 en général, et il contient au moins 
r transformations distinguées, de sorte que, si on leur adjoint une 
transformation quelconque du faisceau, tous les crochets des transfor- 
mations de base ainsi choisies feront partie du faisceau. 

Supposons donc s > 1. Je dis que F, ne peut pas avoir plus de r+ 1 
transformations distinguées, divergentes. Supposons, en effet, qu'il 
en ait r +2. Nous pourrons supposer que ce sont C,, ..., C,, X,, Xo, 
et que X;, ..., X,, appartiennent à F,. Alors u,X,+u,X, sera 
distinguée pour F, pourvu que l’on ait (u,X,+u,X,,X,)=0o(modF), 
c'est-à-dire c,,,u, + ©; ,u, = 0; de sorte que F aurait plus de r trans- 
formations distinguées divergentes; d’où contradiction. Donc le 
sous-faisceau distingué de F, est au moins de degré r et au plus de 
degré r +1; nous allons voir qu'il est de degré r + 1. 

Considérons, en effet, le dérivé F, de F,. Il est contenu dans le 
dérivé F’ de F, et toutes ses transformations laissent 9 invariant, 


(1) D’une manière générale, le résultant de deux faisceaux est formé de toutes les 
combinaisons linéaires et homogènes des transformations de l'un et l’autre faisceau. 
On l'obtient en juxtaposant les bases des deux faisceaux, si ceux-ci n'ont pas de sous- 
faisceau commun. 


14 


20/4 E. VESSIOT. 


puisque ce sont des crochets de transformations qui admettent 9. Or 
F’ ne laisse pas 9 invariant, sans quoi 9 serait un invariant de F. 
Donc F, est de degré inférieur au degré de F’, c’est-à-dire de degré au 
plus égal 2 à(n+1)—1=n. 

Ce degré est, du reste, au moins égal au degré n —1 de F,, et il 
ne peut y avoir égalité puisque F,, ayant au plus r — 1 transforma- 
tions distinguées (nombre inférieur à n — 1, puisque r=n — 25 
et ques > 1), n’est pas complet. Donc le dérivé F, de F, est de degré n. 

Ainsi F,, de degré n — 1, a un dérivé de degré 7; il en résulte, 
d’après le n° 4, que le degré de son sous-faisceau distingué est de 
même parité que n—1, c'est-à-dire de même parité que r+1. 
Comme ce degré ne peut être, d’après ce qui précède, querour+1, 
nous concluons qu’il est r+ 1. : 

En résumé, F, est de degré n — 1, son dérivé est de degré n, et son 
sous- faisceau distingué est de degré r +1. 

Je dis maintenant que Les invariants de F, sont des fonctions de ceux 
de F et de 9. 

Je le montrerai en prouvant que si F, a exactement g invariants 
indépendants, F en a g — 1. Reprenons, à cet effet, les notations géné- 
rales du n°1; nous pourrons supposer que F, est défini par X,,..., Xn, 
et que z,, ..., x, sont des invariants de F,. Alors, X,, ..., X,_,, 
pris sous forme résolue, s’écriront 


of mo of : 
(27) b + li jz > ua, 485, 
7 >> “i Ow, ( n—t) 


à 
Si nous supposons que x, = 9, le terme en S ne pourra pas manquer 
dans X,,, qu’on pourra ramener à la forme 


T 


0 1. OO 
(28) Xn 5h + > Do D En Ge 


iz n+q 


Le dérivé F, de F,, qui est de degré n, s’obtiendra en adjoignant 
aux transformations (27) un de hark crochets, qui sera de la forme 


m 


(29) Df >t sh 


j=n+q 
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Le dérivé F’de F, étant de degré n+ 1, s’obtiendra en leur adjoi- 
gnant en plus X,. 
Donc les crochets (X;, X,,), pour (c=1,2,...,2—1), doivent être 


des combinaisons des transformations (57), (28), (29); comme OE n’y 
figure pas, ce sont des combinaisons de (27) et (29), c’est-à- ies que 


of à 
FR = n'y doivent pas figurer non plus. Il en résulte que les &, 
sont des invariants des X;, c’est-à-dire des fonctions de æ,, æ,, ..., 
æ, seuls. 

Mais alors X,, et par suite F, admet comme invariants les intégrales 
de l’équation 


3 
et se LÀ ue i = si 
ce qui donne bien g — 1 invariants indépendants. 


4. Méthode d'intégration. — I] résulte de ce qui précède que F, est 
de la même nature que F, en ce sens que le degré de son dérivé est 
supérieur d’une unité a son propre degré. De plus, quand on passe de 
F à F,, le nombre q des invariants indépendants devient q +1, le 
degré n devient n—1, le degré r du sous-groupe distingué 
—" devient s— 1, le nombre p=m—n 


devient r + 1, le nombre s = ~ 
devient p + 1; donc le genre g=s + r reste constant. 

On voit ainsi que, quelle que soit la fonction 9, pourvu qu’elle soit 
caractéristique, elle pourra être choisie comme élément d’intégrales 
complètes de F, et que les intégrales complètes correspondantes 
seront toutes les intégrales complétes de F,. Comme l'on peut, de 
plus, d’après ce qui précède, raisonner sur F, comme sur F, on a là 
le principe d’une méthode de construction des intégrales complètes 
de F, qui est la suivante : 

On détermine un invariant quelconque 9, du sous-faisceau distin- 
gué G de F; puis un invariant quelconque +, du sous-faisceau distin- 
gué G, du faisceau F, formé de toutes les transformations de F qui 
admettent 9,; puis un invariant quelconque 9, du sous-faisceau 
distingué G, du faisceau F, formé de toutes les transformations de F, 
qui admettent 9,; et ainsi de suite. Quand on aura ainsi choisi 


206 E. VESSIOT. 


Dis Poy «es Pes) ON SETA r'AMENÉ AU Cas S = 1; de sorte que l'opération 
suivante, adjonction de 9,, donnera un sous-faisceau complet F, 
de degré g=s-+r, définissant l'intégrale complète cherchée. On 
connaîtra les intégrales 9,, 92, ...,., et il restera à en calculer 
p autres; on calculera à part les g invariants de F; et il restera à 
trouver seulement g — p invariants nouveaux de F.. 

Il est entendu que 9, ne devra pas être un invariant de F, que 9, ne 
devra pas étre une fonction de 9, et des invariants de F, que 9, ne 
devra pas être une fonction de 9,, +, et des invariants de F, et ainsi 
de suite. : 

Pour appliquer la méthode, on aura seulement à déterminer les 
sous-faisceaux distingués successifs G, G,, ..., G,, le dernier se con- 
fond, du reste, avec F,. Il résulte de ce que nous avons vu que chacun 
contient le précédent, et est d’un degré supérieur d’une unité. Pour 
passer de l’un de ces faisceaux au suivant, on aura donc à lui adjoindre 
une transformation nouvelle, convenablement choisie. 

Nous remarquerons, à cet effet, que G, est le résultant des sous- 
faisceaux distingués respectifs de F,, F,,, ..., F,,, queje vais désigner 
par G,, Go, ..., G,,. Nous savons, en effet, que G, contient G,, qui 
n’est autre que G, ; il contient, par suite, G,, ..., G.,; car F, est le 
plus grand sous-faisceau commun à F,,, F,,, ..., F,,, de sorte que les 
fonctions 9,, 2, ..., 9, ont, par rapport à lui, des rôles équivalents. 
Donc G, contient G,_, et G,,; et comme son degré ne surpasse celui de 
G,_, que d’une unite, il est le résultant de G,_, et de G,,, à moins que 
G,, soit contenu dans G,_,. 

Pour voir que cette derniére circonstance est impossible, il suffit de 
remarquer que si l’on compose F,_, et Fg, 20n reconstitue F; car F,_, 
est de degrén—hk-+1, F,, de degré n—r et leur plus grand sous- 
faisceau commun, qui est F,, est de degré n — k. Le résultant de F,_, 
et de F,, est donc de degré | 


(n—Kh+1)+(n—1)—(n—h) =n. 


Comme il est contenu dans F, dont le degré est également n, il se 
confond avec lui. 


; On voit, par la, que si G,, était contenu dans G,_,, il laisserait inva- 
riant chacun des faisceaux F,, et F,_,, et, par conséquent, leur résul- 


—— ar à 
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tant F. Or cela n’est pas, car il n’est uae contenu dans le sous-faisceau 
distingué G de F. 

Nous avons donc prouvé que G, est le résultant de G,_, et de Gé 
on en conclut, par voie de récurrence, que, comme nous l’avions 
annoncé d’abord, il est le résultant de Gait Gitncyeeg « 

La transformation nouvelle à adjoindre à G,_, pour obtenir G, sera 
donc une transformation de G,,; et tout revient à trouver, en général, 
une transformation de G, qui n’appartienne pas à tous les autres sous- 
faisceaux analogues Gy. Comme, d’aprés ce qui précéde, ceux-ci n’ont 
en commun que G, que celui-ci est de degre r, et G, de degré r +1, 
il suffit, en définitive, de trouver une transformation de G, qui ne 
fasse pas partie de G. C’est ce que nous allons faire dans le numéro 
suivant; et notre conclusion est que si T, est une telle transformation, 
G, sera le résultant de G et de T,, T,,, ..., Ty,, c’est-à-dire que sa 
base sera 


(31) Carts Ga lok RE LE PTE 1 


En égalant à zéro les symboles de ces transformations (31), on obtien- 
dra donc le système complet dont 9,,, sera une intégrale (distincte 
de p,, 92, ..., 9, et des invariants de F). 


5. Le crochet de deux fonctions. — Reprenons les notations du n° 1; 
et supposons, comme au n° 3, que X,, ..., X, étant v= 2s transfor- 
mations quelconques de F, on choisisse, pour X,,,, ..., X,,r—n—Y 
transformations distinguées. Alors toutes les fonctions c;; pour 
lesquelles # et & dépassent v sont nulles; et le déterminant des ¢;,, 
restantes (1, £ — 1,2, ..., v) est différent de zéro. 

Le faisceau F, est formé des transformations 


Se u,X; 


A 


pour lesquelles on a Up —0, c’est-à-dire, puisque X,,,, ©, ..., XP 
sont nuls par hypothèse, telles que l'on ait 
Vv 
(32) > unX9 = 0. 
k=! 


Th & 
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Une transformation 


; n 
Vea” 0X; 


ft 


ne sera une transformation distinguée de F, que si elle est en involu- 
tion avec toutes les transformations U que l'on vient de définir. Ceci 
donne la condition nécessaire que l'équation 


v v 
(33) Di DIET Un Pr = 0 


Ve | 


soit une conséquence de (32); ou que l’on ait 


Vv 


(34) SD canue=p-Xag (Ross, HB ob. tw), 


t+ | 


oc étant une inconnue auxiliaire. 

Ceci détermine ¢,, ..., #,, au facteur ¢ près, et laisse #,,,, ...,6, 
arbitraires. On obtient ainsi un faisceau ayant pour base, outre 
X,,,..., X,, la transformation qu’on déduit de (34) en supposant 
04; = 0, ..., — 0. Celle-ci étant définie à un facteur près, on peut 
prendre pour son expression le déterminant bordé suivant, qui corres- 
pond à o — 1, et que nous appellerons le crochet { 9, f\ : 


C44 Cy —X,9 
I sae eee 5 www ee Casa Cy 
35 | = - » ae 
(35) Jo, f{ Shen, le salon jé avec À — | 
AT Ta X,f Oo DA Cv,v 


C'est la transformation T, cherchée. Car le faisceau que nous venons 
d'obtenir est de degré r+1, comme le sous-faisceau G,; et comme 
d’après le raisonnement qui nous ya conduit il contient G., ilse confond 
avec lui. La formule (35) rend, du reste, manifeste le fait que {9, /} 
laisse © invariant. Car {9,9} est nul, comme déterminant symétrique 
gauche de degré impair (v +1= 25+1). 

Remarquons aussi la propriété de symétrie gauche du crochet 


( 36) tL®S\+{f, 9} =o. 
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On l’établit en changeant, dans le déterminant de (35), les lignes en 
colonnes; puis en PRET chaque c;; par c,;, en même temps 
qu’on change pen —oet f en — f. Ces dernières opérations ayant 
changé les signes de tous les éléments du déterminant, celui-ci a été 
D tuis en définitive par (— 1) *', c’est-à-dire par (— 1), puisque 
v == 25; comme le second membre de (35) est ainsi devenu { /, o}, la 
propriété est établie. 

Le crochet {¢, f} prend une forme très simple, si l’on part a’ une 
base canonique du faisceau. Soit (16) cette base, et reprenons le 
calcul précédent, avec — 


U iS (aA;+ b;B;) et V 2¥ (a; A; + b;B:. 


c= ist 


Les équations (34), avec © — 1, seront ainsi remplacées par l'identité 
UIE shee leg Uy Avy iss Dis 


D (ab;—b;a;) DS (aA:o = biB;o), 
i=1 


d’où l’on conclut a; = -- B;o, b= A;9; et, par conséquent, 
t ‘ ? ry 


L 


(35) | (ef: saute Bi f— Big. Arf): 


JA 


car on voit bien facilement que à est alors égal à r. 

Sous cette forme simple, on vérifie sans peine, en tenant compte 
des formules (20), que l’on a, pour le crochet de Jacobi de deux 
transformations du type {, f}, | 4, /}, la formule 


(38) (io, f}, id, f)=;0,%:7, (modF). 


3 


Nous allons voir qu’elle s'étend au cas général du crochet (35), en 
vertu de la propriété d’invariance de ce crochet vis-à-vis des change- 
ments de base du faisceau. Voici en quoi consiste cette invariance. 

Reprenons les notations du début de ce paragraphe. Les équa- 
tions (34), avec s —1, qui nous ont fournt 9, fj, équivalent à la 

Ann, Ec. Norm., (3), XLV. — Juneer 1928. 27 
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condition unique 


(39) (U, V)=Uo.Z,  (modF); 


cette congruence devant avoir lieu, d’après notre calcul, pour toute 
transformation U du faisceau X,, ..., X, (ou faisceau H du n° 3). 
Mais elle a lieu encore si l’on ajoute à U une transformation distinguée 
quelconque C, pourvu qu’on impose à 9, comme nous le faisons, la 
condition d’être une fonction caractéristique; la condition 


(U + C, V)=(Uy+Co?).Z (mod F) 


se réduit en effet à (39), à cause de (C, V) =o et Cp — 0. 

Donc la congruence (39) a lieu pour toute transformation U de F; 
et d’après ce qu’on a vu, puisqu'elle équivaut aux équations de condi- 
tion (34) (avec p — 1), elle définit V entièrement, si l’on veut que V 
fasse partie de H. Si l’on supprime cette restriction, il faut ajouter 
à V une transformation distinguée quelconque. 

On voit donc que le crochet { 9, /} est ainsi défini par une propriété 
indépendante du choix dé la base; mais 1l faut entendre qu’on peut alors 
lui ajouter une transformation distinguée quelconque du faisceau F. 
En d’autres termes, si l’on change la base de F, on modifiera tout au 
plus } 9, f\ par l'addition d’une transformation distinguée de F. Telle 
est invariance annoncée. Il est visible qu’elle entraîne la conserva- 
tion de la formule (38), du moment qu’on suppose que ¢ et | sont 
des fonctions caractéristiques. 

L'identité de définition (39) montre encore que, si l’on change la 
transformation Z en une autre £Z + X du faisceau dérivé F’ (X étant 
une transformation quelconque de F), V se trouve multipliée par p ; de 
sorte que l'identité (38) n’est pas modifiée. 

Enfin, V est, ainsi que le montre la formule (35), covariante du 
faisceau F, relativement à tout changement de variables. 


6. Relations de crochets entre les éléments d'une intégrale complète 
quelconque. — La méthode donnée au n° 4, pour la formation d’une 


intégrale complète quelconque, prend, en définitive, la forme précise 
suivante : 


Le nombre des variables étant m—n+p, (p21), etle rang du 
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déterminant des c;, étant 2s, on a posé n=25+7; et r est le degré 
du sous-faisceau caractéristique G de F. Les éléments 9; d’une inté- 
grale compléte sont au nombre de s + p. Parmi eux figurent les inva- 
riants éventuels de F; soit g leur nombre: il est inférieur à p. On 
calcule à part ces invariants, en intégrant le dernier des dérivés 
successifs de F : ce dernier dérivé est complet. 

On détermine, d’autre part, une base C,, ..., C, du sous-faisceau 
caractéristique G; et l’on forme l'expression du crochet {9, f\. Cela 
fait, les opérations à effectuer sont les suivantes : On calculé un inva- 
riant 9, du faisceau complet G; puis un invariant 9, du faisceau com- 
plet formé par G et | 9,, f\; puis un invariant 9; du faisceau complet 
formé par G, {9,, f}, {o2, f \; et ainsi de suite. A chaque opération, 
il est entendu que le nouvel élément 9 que l’on calcule ne ii pas 
être une fonction des éléments déjà calculés. | 

Quand on arrive ainsi au faisceau complet formé par G, \2,, f!, 
| Das fi}, ss Ds ff, On en connaît, comme intégrales, les g invariants 
de F et les fonctions 9,, 9, ..., 9,. On en calcule p — q invariants, 
distincts de ceux-là; et l’on a ainsi tous les éléments de l’intégrale 
complete. 

Remarquons que le principe de la méthode consiste, au fond, en ce 
que la transformation | 9, /| fait partie de tout sous-faisceau complet 
fournissant une intégrale complete dont + fasse partie. Comme un tel 
sous-faisceau Een: est de degré s + r, il en résulte que, dès qu’on 
a calculé 9,, #,, ..., %,, les opérations sont arrêtées, par le fait que 
en fish {@s12, fj, ... ne peuvent plus être que des combinaisons 
de{o,, f}, .-.51 9s f} et des transformations distinguées C,, ..., C,. 

Concluons enfin, d'après ce qui précède, qu'une intégrale complète 
est un ensemble de s+ p fonctions caractéristiques 9;, indépendanies, 
satis faisant aux relations de crochets : 


(40) {Qi Dei =O MISES Por Pelee Mcp Sas ne 8 


Je rappelle que, par fonction caractéristique, nous entendons un inva- 
riant du sous-faisceau caractéristique G; et J'ajoute que, d’après ce 
qui précède, celles des relations (40), pour lesquelles za les valeurs 1, 
2, ..., 5, et & toutes les valeurs indiquées, entrainent les autres 
comme conséquences. _ 
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II. — Passage d'une intégrale complète 4 une autre. 


7. Réduction du faisceau à une forme canonique. — La connaissance 
d'une intégrale complète permet de réduire, par un changement de 
variables, le faisceau donné F à une forme canonique; sur cette forme 
canonique on cherchera ensuite les autres intégrales complètes. Tel 
est l’objet du présent paragraphe. 

Soient donc 5,, 91, ..., Qs+p les éléments d’une intégrale complète 
particulière quelconque; prenons-les comme variables nouvelles, en 
conservant d’autre part les variables x,, æ,, ..., x,,,, par exemple, 
cela fait bien, en tout, 25 +r+p=n+p—m variables. 

Le sous-faisceau complet dont 9,, 92, ..., 9.,, sont des invariants 


5 OL NON sh : 
fondamentaux est alors i ae CAP .….) oJ ; il contient les transforma- 
Ox, 07: re 


tions distinguées, qui sont, par conséquent, de la forme 


S+r 


, ‘ d ; 
(41) 7 C= Dua (7 =1, 2; déc) FY3 
ast 


et l'on peut, les notations étant convenablement choisies, garder d’autre 
part, pour servir de base au sous-faisceau en question, les transfor- 


mations 
of of of 


tr de Gr it? © Oa, 


Pour compiéter la base de F, on pourra prendre des transformations 


Pp 
is nae 
3) = 2 oe D my . 
À Og: + Dupe (ir: Dore Len Je 


Pour la transformation Z du faisceau dérivé, qui figurera dans les 
formules de structure (n° 1), on pourra prendre une transformation 


de la forme 
ue né 
à a i k 
ho Ps+8 


et la résoudre par rapport à l’une des dérivées qui y figurent; donc 
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prendre, par exemple, la forme 


Pp 
eae of 
: Pt É 
1) 005+ 2 a d9:+y 


vo? 
Y=2 


Dans tout cela, on suppose que ¢,, 2, ..., G, 3, ne soient pas des 
invariants de F, ce qui est loisible. 

Cela posé, considérons, comme au n° 5, le déterminant à des fonc- 
tions de structure correspondant aux 25 transformations de base (42) 
et (43). On aura les relations (') 


Oy 4 
Ce )= DZ CT 5 i Per): 


de sorte que le déterminant ¢ se réduit au carré du déterminant fonc- 
A(G a, Gas, sey Gea). 


tionnel 7 Ilen résulte que ce déterminant fonctionnel 
OUTRE ce.) 

n’est pas nul, et qu’on peut prendre comme variables nouvelles, a la 

pracewdeer,, a2, 2¢., ¢,, les fonctions (=e (2 ==1; 276 ©. , su Les 

transformations de base (42) peuvent ainsi être remplacées par 

(45) ve (i= Bi ss)! 


et les transformations (43) s’écrivent 


_ | of of $ 
¢ — D, —— R; Via ae aie, ee 50s 
(+ )) ®, 09; t O0s+1 + i ( ; $ ), 
: : tid) 0 of 
où les R; ne dépendent que des dérivées sat Tee a Mie 
: O0.4-2 Dh 
Nous écrirons de même 
of 
‘ip Les IR. 
(47) 09»: 


Remarquons, de plus, que l’on doit avoir les relations de structure 
(C;, D)=0, qui entraînent C;d;=— 0. Donc, après l'introduction des 


(1) Car le crochet de deux transformations quelconques de F est une combinaison 
des transformations de base de F et de la transformation Z; c’est ce qu'il faut avoir 
présent à l'esprit dans tout ce numéro. 
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d;, les dérivées Ff ne figureront pas dans les C;; et l’on pourra rem- 


dÿi 
placer ceux-ci par les transformations 
d d d 
(48) fa 5) Hes …. ae > 


qui seront ainsi les transformations distinguées servant de base au 
sous-faisceau caractéristique G. On en conclut que les variables æ,,,, 
Lise +++) 2, auront disparu des coefficients des transformations R;; - 


car on devra avoir (CE D) = o. Ces variables disparaitront de même 
Lei 


de Z, puisqu’on a maintenant Ge d)= Z. Ainsi, dès maintenant, 


les variables æ,,,, ..., æ,,,, disparaissent des calculs. 
Considérons maintenant les relations de structure relatives aux 
crochets (W;, ®,); elles conduisent aux identités 


PT = ee ad CEST one PE POP à 


Excluons jusqu'à nouvel ordre le cas s —1; nous conclurons que les 
variables Ÿ ne figurent pas dans les coefficients de R, et que l’on a 


(49) R;= Ré; +S;, 


les S; ne dépendant plus que des variables 9. On peut donc écrire 


(90) = FF rs, GES es She 


Ceci posé, passons aux crochets (®;, ®,); comme il n’y peut fignrer, 


; . ae 0 : ; 
d'après la forme des ®,, que les dérivées J > ++) LUS ils sont iden- 
00542 0954p ‘ 


tiquement nuls. Or ona 


. (of of of 
(®,, Hi) =( 5, + So dv +$)-+4( 52 + S;, 2) 


et puisque {; et Ÿ, ne figurent dans aucun coefficient de Z ni de S,, on 
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en conclut, pour toutes les valeurs de ¢ et #, 


of. of of 
(So+5 - +S:)=0, (+ + S;, z)=o. 


I] en résulte que le faisceau F' est complet; c’est-à-dire que le nombre 
des invariants indépendants de F, que nous avions désigné par q, est égal 
am—(n+1)=p—t. 

Or, d’après les calculs indiqués au n° 6, nous pouvons supposer que 
ces invariants se trouvent parmi les 9; et, en d’autres termes, que 
Dsiny) +++» Qs, SONt tous des invariants de F et de F’; en d’autres 
termes, R et les R; sont identiquement nuls. 

Donc les changements de variables que nous avons faits dans ce 
numéro conduiront d'emblée à la forme canonique suivante : 


: eos STUNT. of 
Lea) LR NES de SNA D à: aba a oe. 
(TEE 2; Ae eae 2, 7 do 


et la transformation Z choisie se réduira à 


Of. 
Z — 
09” 


nous venons seulement de désigner 9,.., par 9), pour simplifier l'écri- 
ture. 


8. Fonctions polaires d'une intégrale complète. — Si nous résumons 
les résultats que nous venons d’obtenir, nous voyons d’abord que, 
pour s > 1, tout se passe, au fond, comme si le nombre des variables 
était v + 1, le faisceau F étant de degré pair v= 25, et sans transfor- 
mations distinguées; puisque nous n’avons plus affaire qu’aux variables 
get. 

De plus, les variables sont des éléments quelconques, en nombre 
s +1, d'une intégrale complète quelconque, sous la seule condition 
qu'aucun d’eux ne soit un invariant de F, et qu'aucune fonction de ces 
invariants ne soit un tel invariant. 

Nous dirons que les fonctions ¥,, qui s’associent aux 9; dans la 
forme canonique (51), sont les fonctions polaires des 9;; elles sont 
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définies par l’analyse du numéro précédent, qui donne le moyen de 
les calculer, connaissant les 9;, dès qu’on a choisi celui des éléments 
de l’intégrale complète qu’on prend pour 9,. Nous allons montrer 
qu’elles satisfont, d’autre RUE à des relations de crochets quiles carac- 
térisent. 

La base (51) du faisceau F est une base canonique (n° {), carona 
les identités 


(53) > (CP, @)=Z2 (f=1) 2, ..., 5), 


les autres crochets des W;, des ®, et des C; étant nuls; on voit, de 
plus, que les congruences du n° 1 sont ici des égalités. 

En prenant cette base (51) comme point de départ, le crochet géné- 
ral { f, g} devient le crochet de Poisson 


(54) LA #1= (He 520.1), 


car les D; peuvent être ee comme des dérivations totales par 
rapport aux 9; eset 2,..., 5), les à; étant considérés comme les 


dérivées partielles 9% a *. Quoi qu'il en soit de cette interprétation, on a, 


avec la notation (54), les formules immédiates : 


feo PS NES ER biti 


| [%, pi ]— 0, Loi pxl—= 0, [Yi dxl= 0 
RE Boo, Pep eet Kp. 


On peut écrire aussi, pour’=1, 2,...,5, 


(56) [Ww =%, [fie [qu fl Ÿ br; 
is | 


d’où 
s 


(57) Leo I= bles SI: 


1=1 


Si nous revenons au crochet général { /, g}, construit avec une base 
quelconque de F et une transformation quelconque Z du dérivé F’, 
nous avons, d'après la propriété d’invariance de ce crochet, établie au 
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n° 5, Videntité 
(58) if s\=elf,s]  (modG), 
le facteur ¢ étant défini par 
(59) Z=p 5!  (modF). 


Les formules (55), (56), (57) donnent donc les suivantes, puisque 
les + et les 4 sont des invariants du sous-faisceau caractéristique G, 


| Pos Gi | —0, | Pi, Qe} —0, 1b Ye] =0, 
(60) {pu Yel=0, |o,4jJ=—p, [9% hi }=— pp 
LME PURE de + 4 


(61) Sbofl=p®, Sen f{=—eKs len fl=—p Dyes (modG); 


«xt 


(62) ges FI=D vel eu f}  (modG). 


#=1 


Les formules (60), jointes à l'hypothèse que les et les Ÿ soient des 
invariants de G, caractérisent le système des o et des Ÿ comme constitué 
par les éléments 95, 9, ..., o, d’une intég ir complète et leurs fonc- 
tions polaires 4, ..., Ys; étant entendu qu'il faudra adjoindre aux « 
des invariants indépendants (en nombre maximum) de F. 

Si l’on prend, en effet, comme variables les 9, les 4, les invariants en 
question ¥,, 42» --.; ¥p—1, et r autres variables quelconques z,, ..., =, 
les transformations de G, seront de la forme 


puisque les Co, les Cy, et les Cy sont nuls. D'autre part toute trans- 
formation du type { g, f | a pour expression | 


s 


eS => Sr Gal RE + ia HS ee 


% =0 Yi 


car les {g, y,} sont nuls, du fait que {g, f| est une transformation 
Ann. Ec, Norm., (3), XLV. — Juriier 1928. 28 
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de F. On peut encore écrire ceci 


(3) le fI=Dte rig De 2 (mod G). 


a—0 
Et l’on en conclut, sous le bénéfice des relations (60), 


(Ys fi=p® Ip fl=—-pW, (modG), 


Soo Si =—p Dd veh, (mod G); 


k= 


ces équations prouvent bien que les d; s’associent aux z; pour donner 
au faisceau F sa forme canonique (51). : 8 CFE 

De ces équations (64) résulte, de plus, la formule (62), dont l’impor- 
tance est également fondamentale, car elle suffit à définir les Y;. Cela 
résulte de ce que le sous-faisceau compiler, quia les 9; pour invariants, 
a pour base (n°6) les transformations {9,, /}, { Par fs RAC TES 
C,, Cs, ..., C,; celles-ci sont donc aires ce qui exclut la pos- 
sibilité de deux identités-congruences, distinctes, de la forme (58). 


9. Intégration explicite du faisceau canonique. — ll est clair que 
l'intégration de F, dès que l’on en connaît une intégrale complète 
particulière, est, par ce qui précède, ramenée à l'intégration du 
faisceau canonique, constitué par les W'; et les ®;. Avec un changement 
de notation, ce sera le faisceau K qui a pour base 
(65) ES Vs Se ak 


RÉ RS À 
Ce faisceau K est dualistique (‘) de l'équation de Pfaff 
(65) dLo— Pa dX, — p,dx,—...— psdx,=0. 


On pourrait done utiliser ici des résultats bien connus. Mais il nous 
paraît intéressant de tout déduire de notre théorie des faisceaux. 


COMTE ne Ue ty, 340-3 Ge. 
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~ On a d'abord une solution intuitive en remarquant que le el 
(65) résulte du prolongement (‘) du faisceau 


is plans af 
7 FPE Cera 


quand on considère x, comme fonction de x,, ...,æ,, et les p comme 
0x, 
les dérivées partielles re + Donc pour avoir une intégrale de (65), à 


s dimensions, qui dépende de s+1 constantes arbitraires, il suffira de 
prolonger une multiplicité à s dimensions de l’espace æ,, x, ..., 2; 
cette multiplicité dépendant de s + 1 constantes arbitraires a, 4, ...,«,. 
D'où la solution 

MON, 


(66) me NN US ys autrui), 


où W est une fonction arbitraire de ses arguments. 

Mais il y a lieu de chercher s’il n’y a pas d’autre solution, et de 
raisonner directement sur le faisceau K, sans invoquer la notion de 
prolongement. 

Imaginons done un sous-faisceau complet K, de K, de degré s; il 
est défini par s combinaisons indépendantes des X; et des P.. 


1° Supposons d’abord qu’on puisse les résoudre par rapport aux X,, 
de sorte que la base du sous-faisceau K, soit de la forme 


(67) KS SP; (TER, Bi Pes se 


j= 


D’après les propriétés connues des systèmes complets, on pourra alors 


résoudre l'intégrale complète par rapport à zy, p,, ..., p,; et elle sera 

de la forme 

ee = NV RE dis U1 0 609,85) Di Og tng Sea Diy es cy Ae) 
(J Hy A ve ey 8) 


Coa ene Los p. 40. 
V5 
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Écrivons qu’elle admet les transformations (67); il viendra 


» 


aw pay | :) mmss 
PE Ge AS (RTE By AE ONE 


ce qui devra être conséquence des équations (68). On trouve donc, 
comme condition nécessaire et suffisante de possibilité, les formules 


avec la condition que les équations (68) ainsi construites puissent se 
résoudre par rapport aux constantes ay, a, ..., 4,. C’est done la solu- 
tion (66), déjà introduite. 


2° Supposons, en second lieu, que la base de K, puisse se résoudre 
par rapport à s des X,, et pas davantage (')(o <3<5s); et supposons, 
pour simplifier les notations, que ce soit par rapport à X,, ..., X,. On 
aura donc, dans K,, s-- o combinaisons, indépendantes, de P,, ..., P.. 
Je dis qu’elles doivent être résolubles par rapport à P,,,, ..., Py. 

Supposons, en effet, le contraire : il y aurait dans K, au moins une 
transformation de la forme u,P,+...+ 4,P,. Mais ceci est impos- 
sible, car les crochets avec les transformations résolues en X,, ..., X, 
seraient u,Z, ..., 1,2, transformations qui ne seraient pas toutes 
identiquement nulles et qui ne sauraient appartenir à K,. 

La base de K, peut donc étre prise, ici, sous la forme 


s-—Co ç 
| Xi+ > MaXora+ D BapPs et Oat Peres al 
(69) ] e=1 B=1 


Pou+ > w.pPp (it, 9. 80h 


a= 


On en conclut que l'intégrale complète pourra se résoudre par 
rapport à To, Louis ++ +, Le Pis ..., Ps: NOUS l’écrivons donc 


(70) t= W,, cou Wr, p=@: (l=u,a ip À gun ., 6), 


23 


(1) L'hypothèse 5°= o donne l'intégrale complète r5= do, Ti = a), ..,, T= à 
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les seconds membres de ces équations étant fonctions de x,, ..., x,, 
Po+s, +, p, et des constantes arbitraires a), a,, ..., a. 

Exprimons maintenant qu’elle admet les transformations (69); cela 
donne les conditions 


s—oO 
OW OW OW OW 

Hoi Mn == a5 An = anil wy = artes == 

Pi 2 hx Pore OXh hl Ox), Poil 0, Pot 
(PORC Er fe cae. CONS BP ony 
et, en outre, 

__ 005 AT 

H,8— oa ¥/,8—= area Ose OP a re te ek eee ee 


On conclut que l’on a la solution générale 


s—o 
: 4 OW ow 
SI xr,—= W Lo.) W y = Sp SRE 
(7 ) 0 0» o+/ 1 Dh Ox, Po+a CA 
3 a=1 
CHESTS OPE MAO TST, Doty SC), 
W, et W, étant des fonctions de x,, ..., wo, dy, Gy, ..., a, qui sont 


arbitraires, sous la seule réserve que ces équations (71) soient 
résolubles en ay, a,, ..., a. 


3° Si l’on pose, avec Sophus Lie, 


S—T 


(72) W=We— > pore Was 


g=1 


on peut remplacer les formules (71) par 


s—T 
OW ow aw 
(73) r= W— D Parag? Lou Post Pr= jen 
= 
(54) M fonchon de Ps cy) 2505 Psy Bie. = oy Bay Bex Bry ces Bey 


avec toujours h=1, 2, ..., 6; /==1, 2, :..,s — 4. Et l'on constate 
que l’on a ainsi une intégrale complète, quel que soit le choix de W. 
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Exprimons, en effet, que ce système admet la transformation 


(53) U aS axe pipe 


{= fest 


> 


et nous trouvons les conditions 


: ew 
(76) D p= DE ede eee rs 


{= 1 see a=! 


PW 
= NES Po+a VPo+y 


2W ow 4 
-- y — — Oo Le = y By ses) SF), 
PR ie 2 Ap OPa+i TR 2 ape Ope+!OPo+a ate) 


| LS ew aw Se 
(78) pr= ds pcan + Dine TES Ss SE ANR | - 


L 


Or l'équation (76) devient une identité quand on tient compte des 
équations (77) et (78) et des équations (73). Il ne reste donc que les 
équations (75)et(78) qui laissent arbitraires A,, ..., Ag @t Uoriy very Le 
On a donc bien un sous-faisceau de degré s qui laisse la multipli- 
cité (73) invariante. 


10. Suite. Calcul des fonctions polaires. — Nous avons donc défini 
l'intégrale complète la plus générale au moyen des formules (75), 
qu’on peut considérer comme renfermant, pour 5 —s, les formules 


normales (66). Ces équations définissent les fonctions ay, a), ..., a, 
des variables xy, æ,, ..., 243 Pi, ...,p,, il nous reste à chercher les 
fonctions polaires b,, ..., b, qui leur sont associées. Il n’y a, pour 


cela, qu'à appliquer la règle donnée à la fin du n° 8; et, à cet effet, 
nous prendrons les crochets, avec /, des deux membres de l'identité 


(79) CE ALAR SES hy ee, Ree 8 


pour Je cas normal; et, pour le cas général, les crochets des deux 


sé aes 


PR 
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membres de |’identité 


s—oO 


(80) Pas VER ee Lo Poaname: Dre (os Cys sins as) + >) Poratora 


a=! 


qui est une conséquence immédiate des formules (73). 

L'opération {o, f} étant linéaire et homogène par rapport aux déri- 
vées de 9, on peut lui appliquer la règle de dérivation des fonctions 
composées. Remarquons que le crochet est ici le crochet de Poisson; 
et que les formules (56) donnant, avec les notations présentes, 


Pate lati==r,. (ifl=X, [af =D P, 
Avec l’identité (79), nous obtenons donc 


Enr) SR ro + en ant 


| = 


ce qui, en tenant compte des formules (66), se réduit a 


Nx gw 
(82) Sal f1=0. 


720 


Avec l’identité i nous obtenons 


s—Oo x 
oW ~ ow | 
2s Pik = oe — P;) + Don FE da; La;, f] 
A1 J=à j=0 
s—o ' 
+) Po+a(— Bs poe Lo+a +2} 
ani 


a=1 


et cela se réduit encore à (82), dès qu’on tient compte des formules (73). 
Comme, d’autre part, d’apres le résultat final du n° 8, les 5; sont 


définis par l’identité 


(83) Las, fJ=> bila. FI. 


LEE | 


il suffit de la cappares à (82) pour conclure que les 4; sont ici définis 


15% 
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par le systéme des équations . | 
aw, oW ae 

(84) D ads oye “ (Geet Rf. 553), 


que l’on doit, bien entendu, associer avec celles qui définissent a,, 
di, «++, a, C'est-à-dire, suivant les cas, aux formules (66) ou (73). 


11. Transformations de contact. — Kéunissons les formules obte- 
nues. En mettant y; à la place de a;, et g; à la place de b;, et changeant 
g en s —a, nous ayons les deux systèmes : pour le cas normal, 


Lee WE «Peek VO Dire ahs 
(89) (ee ac as aw ow _ a ah 
VAE ct opr AB AR hams Ee SE 


et, pour le cas le plus général, 


> Pata= W (Tori ve es Li 5 Dis sr Pos Su Ju sees Jas 
ew es BN a? died sde à 

Spree hy Po+l = Oxo” dy di ay, — 

CREER RS CEE oe, Ne NT elt, ANA LS) 


L'un et l’autre de ces systèmes définissent une transformation de z,, 
enr dus Passe ag Pi ON Vou Har cars Vas Qu ess Geo Ot il résulte dela 
manière dont nous sommes arrivés au faisceau K que cette transfor- 
mation changera le faisceau en 


of pee of mS 


87) O,= -Z == 
\ 1) à dqi à Ovi Vy s 


A a) 


CAT Yo, Yi, «+5 Vs eSt une intégrale complète, et 4,, ..., g, en sont les 
fonctions polaires. En d’autres termes, les transformations en question 
laissent le faisceau K invariant. 

Réciproquement, si une transformation de Ans Dae nuts slew Pee coe ae 
EN Vos Vis re 9 as is eee Ge laisse K invariant, c’est-à-dire permet 
de mettre sa base sour la farina (87), il est visible que y,, V1, ..., y 
sont des invariants indépendants du sous-faisceau complet Chisel TOUS 
de sorte que ce sont les éléments d'une intégrale complète; et la forme 
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des Y; indique que g,, ..., qs sont les éléments polaires associés a 
cette intégrale complète. : 
Nous avons donc obtenu la forme générale des transformations qui 


laissent invariant le faisceau K, et, ce qui revient au même, l’équation 
de Pfaff dualistique 


dx, -d » Ali 08 


t=1 


c'est-à-dire des transformations de contact de l'espace, 2y5 0.5 2 
D'après l’analyse du n° 9, la fonction W des formules (86) peut être 
supposée linéaire en p,, .:., po 


Le} 
(86 bis) ee > paWa 


R=1 


de sorte que les formules (86) comportent o +1 relations ponctuelles 
CO Re 1. Cl Vind on sdmiols ee BAVOIE 


(86 ter) a W,, n= Wi, Ci Wis ag), 


tandis que les formules (85) n’en comportent qu'une. 

Tout ceci est, bien entendu, conforme à la théorie classique de 
Sophus Lié; nous n’avons pas cependant trouvé dans son ouvrage les 
formules (86). 

De ce que nous avons trouvé au n° 8, sur les relations de crochet 
qui caractérisent les intégrales complètes [équations (60)], on 
conclut, d'autre part, immédiatement le théorème suivant, fonda- 
mental dans la théorie des transformations de contact. Pour que les 
équations 


De FA Ray à pr Ln Piso PS) We ities PRINCE TE SORT UE VA 
Je Oy AE PC rt 5 0 OS 6 ree À 2 


(88) 


définissent une transformation de contact, il faut et il suffit que les 
fonctions y, et q satis fassent aux relations de crochets 


(Pye rel =—o,  [ssil=o, [ge gal=0 [vn gal=o, 
(89) [as dil=e; [de Yo] SON 
ÉCART ORAS SAUT, 


Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — AOUT 192$. 29 
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Il convient de rappeler que ces relations, où g ne doit pas étre 1den- 
tiquement nul, assurent l'indépendance des fonetions y, et qi. En 
effet, si l’on avait une relation identique 


(go) F(9'0 Ju ss) Ds rs very qs) = 0, 


elle ne saurait contenir les g;; car, résolue par pis à q:, par 
exemple, elle prendrait la forme 


feutres D>. . …)Ÿs: do: ..…. Ys)s 


et, en formant le crochet des deux nombres avec y,, on en conclu- 
rait p—0o. Donc la relation (go) ne saurait contenir q,, ..., q,; et 
contiendrait y,, par exemple, puisqu’elle ne peut se réduire, à cause 
de la dernière formule (89), à y, =const. Or si nous supposions que 
l'on ett 

Se NG ee ee ae 


en formant le crochet des deux nombres avec g,, nous conclurions 


Sd te 
p 71 oe 0; 
ce qui est impossible, car ce serait une relation contenant qi , ou bien 
cela se réduirait à ¢ =o. 


En ce qui concerne le facteur p, il est, d'après (59), défini par la 
condition 


(91) af: 2? of = . (modh), 


où la première dérivée correspond à l’ensemble des variables indé- 


pendantes æ,, p;, et la seconde à l’ensemble des variables nou- 
velles y», qi. 


On peut préciser davantage, en utilisant l'identité évidente 


Of _ Of ( 0) ay 971 2 
AN(S) To 
i= fi 


qui donne 


(ge) pos LS 
70 
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Pour appliquer ceci aux transformations (85) et (86), il suffit de 
différentier, dans les deux cas, la première des formules par rapport 
à £,, ce qui donne 


_ OW ayy. & 0W Oy: 
OY Or, 2 


d’où, en tenant compte de la dernière des formules (85) et (86), 


OW [ 015 : OY: 
ae 2 aa ) 


On a ms simplement, 


(93) P= 


I 
Ge) 
CEA 
Remarquons enfin que le théorème des fonctions composées donne 
les identités 


0 . 
= Les Doro) “Bm soi D Our gi 


k=1 k=1 


i>. § Sy. Py 
(ne Sur) San 


k=1 Vs ihe | 


Or la transformation, pour être de contact, doit laisser le faisceau K 
bd 


invariant, ce qui équivaut a dire que le terme en oe doit disparaitre 
0 
dans ces formules. On a donc les conditions 


XD ado, Pi—YgePurso (1,2, ...,5) 
k= k=1 ‘ 


qui, elles ausst, caractérisent les trans formations de contact. 

On voit, de plus, que la loi suivant laquelle la transformation de 
contact échange les transformations du faisceau est donnée par les 
formules suivantes, oli =1, 2,..., 5, 


(95) . X=), (Yao Xivet+ Qe. Xign), By (Ya. Pivet+ Qu Page). 


k=1 k=1 


12. Passage d’une intégrale complète à une autre. — On peut inter- 
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préter les résultats précédents, au point de vue de l'intégration du 
faisceau F, de la manière suivante. 

Supposons d’abord le cas particulier r=0, p—1; et par LORE 
quent, n= 2s. Alors, la connaissance d’une intégrale complète wp, 
u,,..., Us, d'où l’on déduit les fonctions polaires ¢,, ..., %; ramène 
F à la forme K; il suffit pour cela de faire un changement de 
variables en prenant les variables wo, U,, ..., Us3 61, ..., 6, à la 
place des 2s +1 variables initiales. I] reste alors à intégrer K; et une 
intégrale complète quelconque est donnée, à partir de u,,u,,...,u,; 
0, ..+)%, parles formules d’une transformation de contact quelconque 
de l’espace uo, Uy, ...,u,. 

Par conséquent, si l’on convient d'étendre la signification du mot 
intégrale complète, en y comprenant non seulement les éléments pro- 
prement dits de l'intégrale complète (tels que u,, u,, ..., Us), mais 
aussi les éléments polaires associés (tels que »,, ..., #,), on pourra 
dire que le passage d'une intégrale complète à une autre se fait par une 
transformation de contact. 

D'après les applications du n° 8, ceci est encore vrai si r n’est pas 
nul et si p est supérieur à 1. Il faut seulement entendre que la trans- 
formation de contact en question pourra dépendre d’une manière 
quelconque des p—1 invariants de F, qui y interviendront comme 
autant de paramètres constants arbitraires. De plus, ces invariants 
devront être adjoints aux éléments d’intégrale complète fournis par 
la transformation de contact, de mème qu’ils se trouvaient adjoints 
aux éléments de l'intégrale complète u,, u,, ...,u,, supposée calculée 
d’abord. 

Le résultat est seulement en défaut, pours =1, et p >1, lorsque F 
a moins de p — 1 invariants distincts, c'est-à-dire lorsque son dérivé F’ 
n'est pas complet. Il nous reste donc à étudier ce cas, ce qui fera 
l’objet du paragraphe suivant. Rappelons que lorsque s est supérieur 
a 1, F’ est toujours complet, ainsi que nous l’avons contaté au n° 7. 


Ill. — Étude du cas exceptionnel. 


13. Cas où le second dérivé est de degré n + 2. — D'après l'analyse 
du n° 7, nous n’avons obtenu, pour F, dans le cas s— 1, que la forme, 


Te 
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que nous appellerons semi-canonique, 


mon uf No Mo Q 
X= SE ie: BL: 740) T'AS : 
(9 ) coe D "Ox, = Le AE Ox,’ PES Oz; (J ru Eole d 


Les Z; étant les transformations distinguées, Y est de la forme 


l 
(97) RP NA si 
dx 


Gt 


les n, ne dépendant pas des 3;, mais pouvant dépendre de toutes les 
autres variables, y compris les invariants éventuels de F, 4,4, ...,0,. 

Le degré de F est ñn—2s+7=—2+7r, et le nombre total des 
variables est m = n +1+7/+ q, de sorte que {= (p — 1) —q. Le cas 
où /=0(q =p —1) rentre, comme nous l'avons dit au n° 42, dans le 
cas général; car Y disparait alors. Nous allons voir, que dans le 
cas {> 0, on peut aussi avoir une forme canonique, sous certaines 
hypothèses relatives aux dérivés successifs de F. 

Le dérivé F’ se déduit de (96) par l’adjonction de la transforma- 
tion (X,, X), c’est-à-dire 


i 

? r se oY 10%, Of 
8 > ee 
(98) De +=, OF, > OL, dYx 


œ—1 


Donc les transformations Z; sont encore distinguées pour F'. 

Pour passer au dérivé suivant F”, il faut adjoindre (X, Z) et (X,, Z). 
Donc F” est de degré n+ 2, oun + 3. Nous allons examiner le cas où 
il est de degré n + 2. 

Le dérivé F’ a alors, comme F, pour dérivé un faisceau de degré 
supérieur au sien d’une unité. On peut donc appliquer les résultats de 
notre étude. Posons n'=n-+1, et soit 7’ le degré du sous-faisceau 
caractéristique de F’. On a, d’après la remarque faite tout à 
l'heure, r'2r. Donc n'—r'£n—r+2, c'est-à-dire n'—7r<3. Or 
n'— r' doit être pair, et il n’est pas nul, puisque F’ n’est pas complet. 
Donc n' — r = 2; c'est-à-dire que la valeur des est encore 1 pour I”. 
De plus, F’ ne peut avoir d’autres invariants que ¢,, ..., ¢,3 de sorte 
que la valeur de /, pour F’, devient /’ = /—1. En définitive, la forme 
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semi-canonique de F’ est 


: 7) ; rer 
(99) Ki À 4x, Fy, x, ds Z; (—=1,2,:.,r), 


CEA 
avec 


(100) 


La transformation OL est la nouvelle transformation distinguée de F'. 


Oz 
(autre que les Z;); donc les ng ne dépendent ni des 3,, ni de z. 
Ceci posé, considérons F comme un sous-faisceau de F'; il sera 
défini par les Z,, qu'il contient par hypothèse, et par deux autres 


transformations de base; de la forme AX’+4, À, + SL. Ces deux 


transformations sont indépendantes, relativement à X’ et X°; ou bien 


us appartient a F. 
Dans la première hypothèse, les deux transformations de base en 
question pourront étre prises sous la forme 


f 


ef Sain we 2% d 
x' +10, Xi+ Ase 


Mais le crochet de deux telles transformations, contenant a et non he 
bea 1 


ne peut appartenir à F’. L'hypothèse est donc à rejeter, puisque le 
crochet de deux transformations quelconques de F doit appartenir à 
son dérivé F’. 
ST ; 
Donc F contient oe et sa base peut étre prise sous la forme 


of 


(101) X= XK! 46X), Oz 


Tatas eae 
Il est, de plus, impossible que Ÿ soit indépendant de 3; sans quoi ce 
faisceau (101) serait complet. Done on peut prendre ¢ pour nouvelle 
variable à la place de 3; et, en changeant les notations, on arrive a la 
forme semi-canonique, plus précise que (96), 

) , 
(102) v=% 42 A Sef en ae As — 4 L 


. Ox, « Ox, Or, 4 (J—1,2,.., r'), 


On; 


— 


x 


(103) = n 3 
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où Y ne fait intervenir que / — 1 variables y,, au lieu de J, 


Il résulte, de plus, de la manière dont nous venons d’arriver à ce 
résultat, que les n, ne dépendent ni des z,, ni de a. 


14. Généralisation. — Ce résultat peut se généraliser de proche en 
proche. Nous allons supposer que les degrés de F’, F’, ..., F“ soient, 
respectivement, n-+-1,n-+2,...,n-+, et nous allons montrer que, 
dans ce cas, on peut prendre, comme forme semi-canonique de F, 


= ve gl + ay ee s+ ary of + Y; 
Ox OX Ox, Ox Ty 
(104) 
Re CL CL 
Or, i J=1, 2er} 
avec 
I—k-+1 of 
5 * : Ÿ — —— 
(105) = D Er 
a1 
les n, ne dépendant ni des z;, nide x, 2, ..., Xj. 


Ce théorème étant supposé vrai pour k=1, 2, ..., A, il suffit de 
prouver qu'il est vrai pour À — +1. A cet effet, nous l’appliquons 
alors à F’, qui sera donc, avec une transformation distinguée de plus 


(soit or) , 


#4 a Hy, À, À 
(106) Miss D + 2 oh = Le er Te aX, ae? Z;, 
avec 
re af 
(107) Vee a Da. 


Pour en déduire F, il suffit d'associer aux Z; deux transformations 
de la forme 


et l’on verra, comme plus haut, qu’on en peut déduire une combi- 
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naison qui ne contienne que = Ces deux transformations étant ainsi 


on constatera, en raisonnant encore comme au n° 43, que ¢ peut être 
pris comme variable à la place de 3; et il ne restera plus qu’à faire un 
changement de notations pour obtenir le résultat annoncé. 

La réciproque du théoréme est vraie; car F étant de la forme (104), 


: “eet d se ON de d 
on en déduit F’ en adjoignant le crochet (xo x), c’est-à-dire on 


On a donc pour F’ la forme 
Of, of + Y; of of. of Of 


dep) ee dts i Judée dag di |. eee 


Comme Y ne dépend pas de a,_, et de 2,, on passe de même à F” par 


l'addition de a. ; et ainsi de suite, jusqu’à F(" qui est 


fey: 2, 4 set. 


: : ; ’ 
Ox, > On, 1 Oa, Ox,’ 03,’ Se 


(108) SL + 2, 


Enfin F’ se déduit de (108) par l’adjonction de = = Fa: pat . 


Remarquons, d’autre part, que tous les derives successifs ont, 
comme F, g invariants, et que, par suite, leur degré ne peut pas 
dépasser la limite 


M—qj=n+p—q=n+l+i 


et doit l’atteindre. Si donc on arrive à (=J-+1, F étant de 
degré nr + k sera complet, et, du reste, d’après (105), Y disparaîtra 
de la formule (104); et si l’on arrive à Æ — /, F( étant de degré n + k, 
c'est-à-dire n-+-/, F\*") devra être de degré n+1+1, c’est-à-dire 
n + # +41, et sera complet. 

Donc, ou bien la réduction peut se continuer jusqu'à k—1+1 = p — q 
et donne la forme canonique 


CARRE PL ES D aaa 


» à AE Gi 
Or, Oz, 


2 ars 


FF 
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ou bien la réduction s'arrête avant que k ait atteint la valeur L, et l’on a 
la forme semi-canonique ae les variables y, étant au moins au. 
nombre de deux. 

Dans le premier cas, les degrés des dérivés successifs vont en 
croissant d’une unité jusqu’au dernier F'*); dans le second cas, les 
degrés des dérivés successifs vont en croissant d’une unité jusqu’à FE 
compris (4 <7/), et F" est de degré n+ k + 2, c’est-à-dire que son 
degré est supérieur de deux unités à celui de F. 

Quant à la manière d'effectuer la réduction, on ramènera d’abord 
F0 à la forme (108), ce qui se fait par l'intégration d’un système 
complet (voir n° 7). On passe ensuite de F1) à Fl), et ainsi de 
suite, par la méthode exposée dans la démonstration du théorème 
actuel (direct); ceci n’exige plus que des changements de variables 
successifs, sans intégration nouvelle. 


15. Sur l'intégration des faisceaux considérés. — En ce qui concerne 
l'intégration du faisceau F donné, elle est ramenée à celle des faisceaux 
types de la forme (104) ou (109). Or ceux-ci se présentent comme 
résultant de prolongements successifs ('), dans le premier cas, du 


faisceau 


a Of. of Berg FAO. df. 
(110) Me ae Smtr Cee i Oy, Oe,” >). 29 


et, dans le second cas, du faisceau . 
(111) ple gee 


Dans les deux cas, le prolongement se fait en considérant x, comme 
une fonction de x, dont les dérivées successives sont æ,, Vo, .... 

Dans le second cas [forme (109)], on a donc immédiatement la 
solution explicite, avec / + 2 constantes arbitraires, 


Po WES or joies Cas 
(112) ro dE RM OIL prank eB 
aaa is! lt LE ey 


eer rere_—_—__ee—O-— 


(1) M., n°45, p. 3676 
Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — AouT 1928. 
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Il est sous-entendu que les invariants ¢,, ..., 4, qui doivent être 
égalés a des constantes, peuvent figurer dans W d'une manière quel- 
conque. 
indépendamment de la théorie du prolongement, on voit, du reste, 
que les sous-faisceaux complets à considérer s’obtiennent en adjoi- 


ù d 
gnant aux °F une transformation de la forme X + 
03; Ls 


arbitraire); et que tout revient à trouver les invariants de celle-ci. Or 
cela équivaut à intégrer le système 


’ (w étant 


RE RARE L Jay Mi me dre 


oco— ee a: ee ee eee a 
ay To Tay (LT, Los Lis +. Lips) 


c’est-à-dire à intégrer une équation différentielle, arbitraire, 


dt? Se 
dx! 


2 


RG dx, ditt a. 
oem 0er) 
d’où les formules (112). 

Dans le premier cas [forme (104)], on est conduit de même à inté- 
grer un système de la forme (4=7—#+1+) 


(119) oe AE dy St = ee 
+ Ty (Uy Loy Lys Nay eee VA) NAT, Los Lis Nyy + V4) 
Ee re Adige «ek dus La Ax}. 
PR ee RR ah aes ae LCR TI UT 


où la fonction w est arbitraire. 
Considérons d’abord le systéme partiel, qui en résulte, 


/ SA a 29e À = L k + ! 
(114) Gg (ey TE du es) (TESTS ee ni 


Il définit les y; comme des fonctionnelles de a et x, : et, par suite, 
w comme une fonctionnelle de x et x,, de sorte qu'on a, pour 2, une 
équation fonctionnelle 


Si donc, laissant de côté la détermination de toutes les intégrales 
complètes. on se propose seulement de chercher toutes leurs multi- 
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plicités intégrales à r + 1 dimensions, il sera loisible de se borner au 
système (114), en y considérant x, comme une fonction arbitraire 
de x. 

Telle est, dans ce cas, la réduction d'intégration à laquelle on 
arrive. Elle équivaut à considérer que l’on est ramené à intégrer le 
faisceau (110), à +3 variables, dont le second dérivé est, par 
hypothèse, de degré 5. 

Revenons au cas de la forme canonique (10g), en nous plaçant, 
comme nous venons de le faire pour le cas général, au point de vue 
des multiplicités intégrales à r + 1 dimensions. Soient £,, £,, ...,£, 
(m=n+p, n=r+2, p—qg+1l+1) les variables initiales; le 
changement de variables qui a conduit à la forme canonique donne 
hexpressionvde!cest£ en fonction dew, a, payers) Vey pts Sey ees 
3,,..., 5,3 et la multiplicité générale cherchée s’obtient en rempla- 
cant dans ces formules x, par une fonction arbitraire de x et x,, 
Las +. Lis par lesdérivées successives de cette fonction; enfin ¢,,..., 4, 
par des constantes arbitraires. Nous pouvons exprimer ce fait en 
disant que le faisceau F a une intégrale générale explicite. 

Réciproquement, tout faisceau qui a, au sens qui vient d’être expli- 
qué, une intégrale générale explicite de la forme précédente a des dérivés 
successifs de degrés n4+-1,n+2,n-+-3, ..., st lui-méme est de degré n. 

Soient, en effet, F ce faisceau, £,, £,, ..., £, les variables qui y 
ead et 


MEO ey TL Lg ee ee. < Eten Me cr ln Eives nee) RES) 


les formules qui définissent l'intégrale générale quand on y fait 


\ Lo — (Cr), Li ea g'Cr), D) LAS wees Cr), 


6 
fu0) l Fay, sates bi FFAG. 


(a) étant une fonction arbitraire. Les fonctions #; sont des fonctions 
indépendantes, relativement aux arguments qui y figurent; puisqu'il 
ne peut exister aucune relation entre les ¢; seuls. 

Cela étant, si m=/+3-+ 9+ 7, on peut considérer les équa- 
tions (115) comme définissant un changement de variables, qui fera 
passer du faisceau F à un faisceau ®, pour lequel les formules (116) 
donneront la solution générale. Ce faisceau 4 sera, d’après cela, 


16 
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dualistique du système de Pfaff 


ty = Le =O, dx, — 2, dr =0, ici AR DAS ET A» 


(i, sere dt, =<, 


et ne sera autre que le faisceau (109). Done F aura pour forme cano- 
nique (109), et possède, par conséquent, la propriété énoncée. 

Examinons maintenant le cas où m est inférieur au nombre des 
arguments des fonctions (115). Nous leur adjoindrons des formules 
arbitraires, de la même forme, 


VS tye ts du Cor es xy had ras tot ore 8 GR] (J = 1, 2%, Bs 


de manière que m+u—{+3+q+7r; et nous aurons ainsi, de 
nouveau, un changement de variables. Si on l’applique au faisceau 
(10g), dont l'intégrale générale est (116), on obtiendra un faisceau U 
dont les transformations de base seront de la forme 


Ar = Tr + Vas 
WV, étant une transformation du faisceau donné F, et Y, ayant la forme 


D of 
Y= H, 1E Fi v7 1) ‘a 
e — Neal sees lms dpe et we ETS 
) "1 ’ be 


D'après le raisonnement fait tout à l’heure, ce faisceau U possédera 
les propriétés de l'énoncé. Or ona 
LA 
of 


Peake. > ee 
CALE A) (Er, Py lar Die) 5s 


Î l 


car les © ne dépendent pas des x. On en conelut que la base du 
dérivé U’ de U sera formée, comme celle de U, de transformations du 
type T +, où ne dépend pas des r. Les formules de structure 
de U étant de la forme 


(CU, Az) = CHEN (modU ¥ 


avec ‘VY = U-+ VY, on aura donc pour F les formules de structure 


(Tr, Up) Sen X (modF), 


Ce raisonnement, où il n'est pas supposé que les transformations ®, 


- fl 
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soient nécessairement divergentes, suffit à prouver que le degré de 
F’ est supérieur d’une unité, au plus, au degré de F. Et comme on 
peut ensuite raisonner sur F’ et U’ comme on l’a fait pour F et U, 
la proposition énoncée se trouve entièrement établie ('). 


IV. — Systèmes automorphes relatifs au groupe général 
des transformations de contact. 


16. Equations de définition des transformations: infinitésimales du 
groupe général des transformations de contact. — On a vu au n° 12 
que, dès que l’on prend comme inconnues, pour l'intégration d’un 
faisceau F de l'espèce considérée dans ce mémoire, le système des 
fonctions wy, Wj, ..., U3 Vi, ..., %, Constitué par les éléments 
variables des intégrales complètes, u,, u,, ..., a, (les autres étant les 
invariants de F), et par les fonctions polaires ¢,, ...,v,respectivement 
associées à u,, ..., u,, la solution la plus générale se déduit d’une 
solution particulière quelconque, en y effectuant, sur les fonctions x 
et v; la transformation de contact générale de l’espace &,, u,, ..., U,- 

Ces 25 + 1 inconnues « et v se trouvent donc, en fait, satisfaire à un 
système automorphe (°), dont le groupe associé est le groupe général 
des transformations de contact de l’espace à s + 1 dimensions. 

ll sera intéressant de mettre ce fait en évidence, en comparant la 
forme canonique dont un tel système automorphe est susceptible avec 
les équations obtenues précédemment pour la détermination de ces 
fonctions. Il est nécessaire pour cela de trouver d’abord la forme 


(1) Je rappelle que le théorème, dans le cas où l'on n'introduit pas les variables ¢,,..., 
ty} 31, +++, 2», a été donné (avec un énoncé différent, en tant qu'il fait intervenir un 
système de Pfaff) par M. Cartan (Bulletin de la Société mathématique de France. 
t. 42, 1914, p. 14-15). 

(2) Voir mon mémoire des Acta mathematica, t. 28, 1904, p. 311. Remarquons 
que l'on pourrait rattacher la propriété en question au fait que le faisceau F admet 
un groupe de transformations, isomorphe au groupe général des transformations de 
contact; mais nous laisserons ici ce point de vue de côté. Remarquons aussi que, pour 
s =1, la propriété en question n’est exacte, sous la forme énoncée. que dans le cas où 
le dérivé F’ de F est complet. « Voir la fin du n° 12 et le paragraphe IT du présent 


mémoire, ) 
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canonique des équations de définition du groupe G. Bien qu'il s'agisse 
des équations de définition des transformations finies du groupe, il 
sera bon d'examiner d’abord ce qui se passe par les équations de déli- 
nition des transformations infinitésimales. 

Je reprends donc le faisceau (65), à savoir : 


A Oo TOR of of à CE 
(118) psa SE DRE GE Pa ET Giger is. 2) 
et je cherche les transformations infinitésimales qui le laissent inva- 
riant. Soit 

| me m of m > df of 
(119) L{= JPG, PA 


is 


ist | 
une telle transformation. Les relations de crochets 
(Z f, P,f) =o, (Zf, \if)=o (modP,;, N;) 


donnent immédiatement 


2. =e Le FRA ad ner. ; 
(12 HE Gp i arene (RES hy, Ogee lt 
Ce sont les formules de Lie, bien connues : le coefficient de a 


dans Z/ étant, d’autre part, 


m 


(121) =. À +) pi. 
1=A 

Les inconnues sont : À, les £; et les &;; et les équations (120) sont 
2s équations du premier ordre. On en déduit, par différentiation, 
s(2s — 1) équations nouvelles du premier ordre : 
Oy Oe eee OB; dar _, di OW: . 
Op, apie’ Ex Adaya day pret UAL rende 

di; 05; Où 


de," Opi 0x, 


(122) 


(T=1,9, ee 


Le système (120), (122) se compose de s(25+ 1) équations du pre- 
micr ordre. Nous allons vérifier qu’il est complètement intégrable (!). 


ere eg A de. "Len ne Ut ge 2 


Ni Pour la méthode suivie, voir M. Janet, Journal de Mathématiques pures et 
appliquées, 8° série, t. III, 1920, p. 111. 
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Je résous d’abord de la manière suivante : 


(a) = (= 209; si; KL) 
(&) DR Sn) 
(6) a (61, 9 5; =A) 
(6") Fi = FE (=, 35 OU) 
(e) = (ht, 9, 2.5) 
() am Heese Sy was 


Pour les équations (b”) et (c’), il faut entendre qu'elles sont consi- 


0B; On 
dérées comme résolues par rapport aux ape aan 


Xk 

On vérifie sans peine qu’on obtiendra dans les premiers membres, 
par différentiations successives, toutes les dérivées de ces premiers 
membres, et chacune une fois seulement, en différentiant de toutes 


les manières (différentes) : 


1° Les (a) par rapport à æ,,,, ..., x, et aux p; pour lesquels on 
iat op Sk OUTS]? 

2° Les (b) par rapport à toutes les variables; 

3° Les (6’) par rapport à x, 2, ..., %, et aux p; par lesquels on 
a 1SJ£k avec #t; 

4° Les (b”) par rapport aux x; pour lesquels on a o£/£kou1<;: 

5° Les (c) par rapport à a, x, ...,æ, et aux p; pour lesquels on 
meg oh: 

. 6° Les (c’) par rapport aux x; pour lesquels on ao Sj Sh. 


La forme donnée aux systèmes est done complète, et il reste à 
prouver que si l’on différentie une fois seulement, de toutes les 
manières possibles, on n'obtiendra pas d'équations qui ne soient des 
conséquences des équations (E) obtenues par les différentiations 
ci-dessus précisées. 

16% 


240 E. VESSIOT. 


La verification est inutile pour les équations (c) et (c’) dont les con- 
ditions d’intégrabilité s’expriment par les équations (b) et (b'). | 
Pour les équations (a), nous avons les équations (E) | 


Oz; d'éx 


peop; dpiôdp; 


(fg kK<t ou k<EL}j), 


et l’on a aussi en différentiant dans l'ordre inverse, sij # F, 


Miss sale 
Op; px Opi Opx : 


(J < à). 
On a donc les deux formules sij <<k <i; et en égalant, il vient 


à (2). 
Op; \0p; px) .’ 


ce qui est une équation (E), puisqu'on a <Chketk<u. 

La même vérification vaut pour les (b”), relativement aux différen- 
tiations faites par rapport aux æ,;. | 

Les (b) donnent, comme équations (E), d’abord 


d 0B; “ee VO). d dz, 


a i 


dx, Opi dx, OX, dx, dx; Ox, dx, ax; dx, 
ou 
(123) eee 


mnt" ee ee ee @ 


On a, d'autre part, si 1<4 <i, 


9 dv _ a dw, __ 0w, d OB; 


Op; dx, Op; da; Oxy dx; Opi 


, 0 aw; re OB; d di; ' 
(a) Mid de de des 
car, & étant <7, on peut utiliser (6’) et appliquer la différentiation Eu 
. . , th 
On voit que les expressions (123) et (124) sont identiques. 
Les (6) donnent encore, comme équations (E), pour + 1, 


PB; ; d°À \ 0 dé; 


OpiOpj  0x0p; — Op; Ox? 
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donc 
(125) CR oe CSP ee 


(126) 


L'identité des seconds membres de (125) et (126) résulte de (a). 
Les (b') donnent d’abord, comme équation (E), 


dd * d di, D d dé. 


(127) 


et l’on a, d’autre part, par (b”), pour j <i (puisque rt <k), 
0 do; d do; d du; 

8 Eee cL RE Died eked fo Mo ded 
oe) Op, dz; Op, dx, dx; Opi 

Or il suffit de tenir compte de (6'), siy 4, pour constater l’iden- 
tité des seconds membres de (127) et (128). 

Dans le cas j = k, le second membre de (128) se calcule au moyen 
de (b), et devient, à cause de (c’), . 

d on d dé, sa 08; d dé, 


dx, dr, dx;dx, Ox, ax; Or, 


Ceci est égal au second membre de (127) (puisque 7 = Æ), augmenté 
de ms mais la méme relation a lieu alors entre les premiers membres 


de tb) et (128). La vérification se fait donc encore. 
Les (6) donnent ensuite, pour 1<jSk et j 41, les équations (E) : 


(129) Pe Oe 
; OprÔp; Op; dx, — dx; Op; 
et ils donnent, en outre, 
3 dm ee À 
sa Op; pe pr ax; ne dont 


L'identité des seconds membres de (129) et (130) résulte des équa- 


tions (E) déduites de (a). 
La vérification des conditions d’intégrabilité est ainsi terminée. 
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17. Equations de définition du groupe général des transformations 
de contact (transformations finies). — Les transformations de contact 
(finies) sont caractérisées par les relations de crochets (89) du n° 11. 
Mais ces relations ne constituent pas un système complètement 
intégrable. < 

En effet, sielles constituaient un système complètement intégrable, 
on devrait, en exprimant que la transformation infinitésimale 


; : = m of m A of 
(151) EDR, prier 


laisse le système (89) invariant (quand on l’applique aux variables 
indépendantes), trouver toutes les équations de définition du premier 
ordre des transformations infinitésimales de contact. 

Or, il n’en est rien. Pour le voir, il suffit de remarquer que ces 
équations ont été déduites de la propriété d’invariance du crochet 


(132) LS Sr PUS. Sn 


appliquée aux fonctions particulières y; etg;; et que, réciproquement, 
elles entrainent cette identité (132), en vertu de la formule qui donne 
le crochet de deux fonctions /, g de 25+ 1 variables quelconques 
D Sa À SAVOIT 


(133) RE AND EEE $B ]r,p- 
ET 


On en conclut que, au lieu d'exprimer l'invariance par Zf du 
système (89), il revient au mème d'exprimer celle de l'identité géné- 
rale (132). Ceci se fait en écrivant que 


Af; Sep) = 2p.[S Slra 


est conséquence de (132), c’est-à-dire que l’on a 


(134) ART REA ERA 2 


Nous poserons, pour abréger, 


(155) Lp = Py 
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et l'identité (134) deviendra 


.(136) “US, Sep) = BIS 8 ler. 


Pour l’expliciter, il faut prolonger Zf, en considérant f et ¢ comme 


des fonctions non transformées. On a, par conséquent, 


o=ZLdf= (> oe +3 of ihe 


d’où 


of Of dm ww Of 4%; 
7 (IL) = > Opi an of 4 Ox; Opn 


: Of 05; v À d; 
2 (3e) = € rH Opi Ox; À = Ox; 9x: 


(Arr 


Si l’on introduit les différentiations totales ee et sil 


au n° 16 [ équ. (121)] 


(137) A pis 
= 


on peut remplacer ces formules par les suivantes : 


be Of om wap di 
as) 2(#) SE ee 
= 


of (aR 
Ox, \ Opn 


"on pose comme 


à = én), 


Of do; é af diy Of (dh ) 
(139) - LC) = ->¥ dai, ded dev, dec, dater 7)’ 
2) of els de Of On 
(140) (52) AK ES Op; 0x, Led di 0%o Oy Ok 
== | i=1 
L’identité (136) s’écrit, d’autre part, 
5 re ee pe jibe 
Dn TL} Ph h om . 
+ ) L,p° 
(141) à Das AB ag ours elfes 


TES 
Pr dx Opn dx 
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Je l’applique d’abord en prenant pour f et g tous les couples de 
variables indépendantes; et je trouve successivement : 


1° Avec x;, x; (j,k > 0), les conditions 


Ge _ Fi 


Op; Ope. 
2° Avec pj, px, les conditions 


id Aa PE À 
dx; dx, ‘ 


3° Avec x;, px (J > 0,7 40,7 4), les conditions 


jot a 2 
Op; dx 


4° Avec x,, p;, les conditions 


6° Avec x,, p; (en tenant compte des résultats 3° et 4°), les con- 
ditions 
On 
0x; — Dj— 0. 
On vérifie ensuite que ces conditions suffisent pour que la relation 
générale (141) ait lieu. 
Nous voyons donc qu’il manque, pour avoir toutes les équa- 
tions (120), (121), la relation complémentaire 


on 
/ <a 
(142) fat +p=o0. 
18. Equation complémentaire. — On aurait pu remarquer, du 


reste, que tandis que nous avions, pour les transformations infinitési- 
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males de contact, s(25 + 1) équations de définition du premier ordre, 
les relations de crochets (89) ne nous en donnaient pour les transfor- 
mations finies (après éliminations de p), que s(25+1)—1. 

Il y a donc une équation complémentaire à chercher. Elle va nous 
être fournie par la considération du déterminant fonctionnel 


(143) A — Do Jin 22 Ver us +) Fs), 
Jae Hy, se) Lys Pise, Ps) 


Soit, plus généralement, 


| (144) p= (for fis +++ fas) 


ds Re Ls Pry AY 


for firs - +. fasétantdes fonctions non transformées. Les formules (138), 
(139), (140) donnent 


— On - dé; és OB; 
i=1 


car on peut remplacer la ligne générale de D par 


Clee ge Ola, FAP. Of. 
Ox, dz,’ > dx, “OP, ne Op; 


On a donc, si l’on tient compte seulement des relations (4°) du 
numéro précédent, 


Zp =—D(< —sp); 
de sorte que la formule (142) équivaut a 


ZD =(s+1)p.D. 


Si l’on compare à la formule (136), on en conclut 


ZD _ : ZI f, 8] 

RARE NA 
ce qui équivaut à l’invariance du quotient 
(145) D:([f, 8D°* 


par toute transformation de contact. 
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Si nous appliquons ceci au déterminant A et à la transformation (88), 
nous aurons A,., = À, A,., —1; et la relation (132) nous donnera 


(146) A=p+. 

C’est l'équation complémentaire cherchée. 

19. Les systèmes automorphes. — Les invariants fondamentaux à 
considérer sont donc les rapports des crochets de Poisson formés 
avec 25 + 1 fonctions, et le rapport du déterminant fonctionnel de ces 
fonctions à la puissance (s + 1)*" de l’un des crochets. Ceci donne 
pour les systèmes automorphes en question la forme suivante. 

Je me borne, pour simplifier, au cas où il y a autant de fonctions 
inconnues que de variables indépendantes (systèmes automorphes de 
première espèce); je désigne les fonctions inconnues paræs,æ, .. «5 Lass 
et les variables indépendantes par uy, u,,...,u,,6,, ...,v,; le crochet 
sera 


(147) eh Es Al 
ar fe) fe) fo} 


—{ Vv; 
Ov; Ou; “du, 
Le système automorphe s’écrira donc, © étant un facteur indéterminé, 


(148) [2z, Lk ]uv=7.9u(2) CAT Tare Sate Fae 


(149) Aue (Lo, Li, «+ +) Tim) = ott p(æ). 


On a écrit, dans les seconds membres, la lettre x pour désigner 
l'ensemble des variables æ,, æ,, ..., æ,,: et le premier membre de 
(149) désigne le déterminant fonctionnel des fonctions entre paren- 
thèses par rapport aux variables wo, Uy, ..., Usp Pyy ..., Soe 


20. Cas du problème de Pfaff. — Pour ramener à cette forme inva- 
riante le système qui définit la réduction du faisceau donné F, dans 
le cas r—0, n= 25, p—1, à la forme canonique (65), laquelle est, 
avec les notations actuelles, 


à of If 
(150) Vif= se rail et (és 12nd vit) 


t —— 
Ou; ‘Ou, 
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prenons d’abord ce système sous la forme (60), c’est-à-dire ici : 


\ ère =. aa 
PL Or Pe, Uz | =p, (Vi, Uo | = pei 
(191) 1 Pa &x | = 8, | Ui, Uz | =O, {| Up, Ui | =O 
et NR ge ae 


En raisonnant comme nous l’avons fait au n° 17 pour l'identité (132), 
nous verrions que l’on exprime par ces équations invariance du 
crochet général, établie au n° 8, ce qui donne ici, puisqu il n’y a pas 
de transformations distinguées dans F, 


(152) A S3=OLS, Flue 

Or, pour exprimer que cette identité a lieu, il suffit d’écrire qu'elle a 
lieu quand on remplace / et g par deux quelconques des variables Ta) 
Lis «++, Los. La formule (133) s’applique, en effet, au crochet | /, g'!, 
car elle résulte de la formule 

fetaBinniZe, 
h=0 
conséquence elle-même du théorème des fonctions composées. 
Si donc on pose [c/., équ. (35)], 


Cia eee Ci,n eG ce 


2 AL SRE SR RE 
I) 0p.) = = : 
( ) ua 5) ) à Ch. Es (See Sn 


Baht Fes? Mons 0 
(avec m= 25;1, 4 = 0,1, 2, :.., n), on aura le système 
(154) of 2, 2] = gr) NORE oY hee ae Peat Rc ka 
qui est de la forme (148), avec po =I. 


Les fonctions Dik» ainsi introduites, jouissent de propriétés que 


nous allons indiquer. 
On a d’abord 9;,=— 94; (n° 5). 
D'autre part, les transformations 


Cu Cin Gi à 
; A Fe ok ‘ch Si inte of 
(on fi=>% [ET out) 
(159) Ph fy Ot: Gan + Lui nat On 
Xyf. Cent (2 0 
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sont des transformations du faisceau. Il y en a, parmi elles, n qui 
sont divergentes. En effet dans le tableau des £,,; il y a au moins un 
déterminant de degré n qui n’est pas nul. Supposons, pour fixer les 
idées, que ce soit celui qui correspond à ê=1, 2, ..., n: alors 
les {x;, f}, pour i=1,2,...,n,sont divergentes. 

Supposons, pour le prouver, que le contraire ait lieu, c’est-à-dire 
qu'il y ait une identité 


(156) Dl 25S) =o; 
pial 
et posons 
(155) DRE CASS 7m) 


LE 


Les £, ne seront pas tous nuls, et l'identité (156) s’écrira 


CRE PRE NS 
Cry tae Cnn Cn 
Lie) AAO NAO 


Or le déterminant des c;,, n'étant pas nul, on pourra satisfaire aux 
équations 


n 


si Chipi+ Ex 0 (RSI, RD 


* | 


et les 0; ne sont pas tous nuls; mais il suffit alors de multiplier les 
n premières colonnes de (158) par p,, ..., 9, et d’ajouter à la dernière 
pour ramener l’équation (158) à la forme 

n 


> piXif—0, 


1 


identité qui est impossible. Il y aurait donc contradiction. 
Ainsi les ;;, /| définissent entièrement le faisceau donné F. 
Observons encore la formule, qui résulte des équations (155) 


’ 


n n 


(159) lo, fi apy v CAE 2) Oo of 


at ON) 9x, Ong 
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qu’on peut écrire aussi 


do do 

| Ox, Ox, 
160 RON ft = O; £(. : 

(160) of 2° Wl oe ag 

hee 0x; OX}. 


Je dis enfin que l’on a, Z/ étant une transformation infinitésimale 
convenablement choisie, 


(161) (ae fh len fl Slay al 2f  (modF); 


de sorte que les 9; sont fonctions de structure pour le faisceau, 
mis sous la forme (155), en méme temps que ces fonctions sont coeffi- 
cients des transformations de base (155). 

Pour le voir, il suffit de se reporter aux crochets de Poisson eux- 
mémes. On a, avec les notations (150), 


d : OX; dx: 
[an => (EU VS), 


k=1 
0] 
(Vif, Uif)= oe 


De là 


s 


z ¢ HD Ox; dx; Ox; dx;\ Of 7 
(162) (La J], [2A fD=> (5 Te — Ge Te) ae (mod F), 
a= ft 


c’est-à-dire : 
(163) (an fh [en D = lee aj) oh (mod F). 


On en conclut, en tenant compte de (152), 


of 
(164) (Lan fh (ep FI) Se | ee als 
0 


c’est-à-dire la formule (161), avec [c/. n° 8, équ. (59)], 


€ ate Oh 
(165) Es 

21. Calcul de l'équation complémentaire. — Il reste à calculer 
l'équation (149). A cet effet, je considère d’abord le déterminant 

3 OL, ..., Lm} Lmsry ces En) 
68} Daze ey te PD 
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Ses lignes peuvent être remplacées par 


of XL}. Dry Ox}. 
das …., LR pata! ese OR CAGE, oe) 
du, ails Ov, dr 
ou par 
. Ox. dx, dx. 
Ori, eves = Ot, tent eon cad CSS Pah te): 
ov Ov, du dun, 
1 1 


Si l’on multiplie les deux déterminants ainsi écrits, on obtient le 
déterminant dont l’élément général est le crochet [x,, x;]. Ce déter- 
minant symétrique gauche de degré pair n —2s est donc le carré 
de A,. Mais on sait former l'expression de la racine carrée d’un déter- 
minant symétrique gauche de degré pair n = 23 en fonction de ses 
s(2s—1) éléments indépendants. On peut donc considérer comme 
connue l’expression de A, en fonction rationnelle entière et homogène 
de degré s, des crochets [x,, x;]. En tenant compte de l'identité (152), 
on aura ainsi 

(167) PA Gien 7} ), 


le second membre étant la racine carrée du déterminant formé avec 
le, 2; } = 9; j, pour TPE TP, 2, UP. A 

Le même résultat s’appliquera, mutatis mutandis, aux autres coeffi- 
cients A,, ..., A, du déterminant A, supposé développé sous la forme 


Or, Ox, 0x, 
—— + A,-— +...+A : 
du, ‘du, dis Ou, 


(168) A—A, 


Oxy, 
Quant aux facteurs —-, on peut, dans A, les remplacer par des 
0 


quantités de la forme 


a In 
Ox, dx, dry 
PO DE TES 
du, du S is OV}, (A= 1, 8...) 0). 
a 


= 


On peut donc leur substituer les valeurs tirées de (163), ou de (164), 
en choisissant pour toutes ces valeurs le même système de deux 
entiers 7, /. Dans le premier membre de (164) figure alors le crochet 
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des deux transformations infinitésimales connues 


0 se a 
i= > ix eos lz, fi=>, ia Le 
a=0 


f Xx—=0 
On a ainsi : 
af _~w, of 
(169) Poa, => Va ER (modF), 


les d', étant des fonctions connues des on, r et de leurs dérivées partielles 
du premier ordre, et l’on a l'expression cherchée 


(170) PAT A ox), 
a=—0 5 
qui se trouvera nécessairement indépendante du choix particulier des 
indices z, 7, fait au cours du calcul que nous venons d’indiquer. Cela 
résulte de lidentité (161), établie ci-dessus. 
On retrouve ainsi le caractère de l’équation (170) d’être le résultat 
des conditions d'intégrabilité du système (154). 


22. Réciproque. — Donnons-nous, inversement, des équations du 
type (154); le déterminant des 9;, (qui devra être, à cause des pre- 
miers membres, symétrique gauche) ne devra pas, pour la même 
raison, avoir tous ses mineurs de degré n nuls. 

Ces équations équivaudront aux identités 

a pu 
of ag : 
(171) p[æ;, f] =>. PHONE (Pac Oy teeta, 7s 
k=0 
et l’on pourra désigner les seconds membres par la notation { x, /}, 
et considérer le faisceau F défini par » de ces transformations diver- 
gentes entre elles. 

En formant les crochets, membre à membre, pour tous les couples 

de deux équations (171), on obtient des conditions d’intégrabilité. Si 


nous posons 


nm nm do o S 
(172) (9 =>, Dd el) Z, si, 


A kU 


7 ats 
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les seconds membres s'écrivent {x;, f |; et l’on trouve, comme au n° 20, 
(173) pair hrs ft pees 4) (modF), 

pour tous les couples d’indices 7, j. On a, du reste, 

(174) Tr Lil = OY (SON, Danes Oh 

Les conditions d’intégrabilité en question s’écrivent donc 

(175) (ai fi, hep fly =ouZf (mod F), 

en désignant par Z/ une certaine transformation infinitésimale. 


En introduisant deux fonctions arbitraires 9, Y des variables x,, 
Zi, .... Lay On peut les remplacer par la formule unique 


(176) (8 fhiY$)=(8, YIZS  (modF). 


En tenant compte des formules ainsi acquises, le calcul de l’équa- 
tion complémentaire se fera comme au n° 21; elle n'intervient pas, du 
reste, dans l'intégration, et garde le rôle, que nous lui avons déjà 
reconnu, de condition d’intégrabilité des équations (171). 

Reste à prouver que les conditions d’intégrabilité (175) sont suffi- 
santes, et à indiquer comment se fera l'intégration. 

Je remarque, à cet effet, que la transformation infinitésimale ! o,f} 
est en involution avec toutes les transformations du faisceau F qui 
laissent la fonction 9 invariante. Car, d’aprés (176), le crochet 
de}9,, f | avec une transformation quelconque de F, 


(177 ay hel sash 


est congru (mod F) à 
n 
Di Aa} 23, 9; LS, 
= 0 
de sorte qu'il est nul pour 


n 

x { » | ss 
‘a | Te, D | =O, 

a —=0 


, = x = . . . 
c'est-à-dire lorsque 9 est un invariant de la transformation (Ysa 
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Dès lors, le crochet {9, f} a, relativement au faisceau F, la même 
signification que celui qui a été introduit au n° 5; et l’on peut 
reprendre toute l’analyse du n° 6 

On pourra donc se donner 4, arbitrairement, prendre pour uw, une 
intégrale de {w), f| = 0, pour u, une intégrale du système (complet) 
(Uo, f}=0, {u,, f}—0, et ainsi de suite, prendre enfin pour uw, une 
intégrale du système (complet) 


eee , ne, : +, 
ites f = 0, APR CET 0 pa Et à 


Quant au calcul des ¢,, on obtient bien facilement une méthode 
calquée sur celle du n° 8, en remarquant que l’on a 


s 


0 0 
[we =D on SE, Lun fJ]=— sf RNA EME RE 
ee 
d’où l'identité 
(178) [esata DE ue J 


Comme, d'autre part, les équations (171) équivalent à l'identité 


(179) tp Si =ele f} 
on peut remplacer (178) par 
ose (uy = Sectes fi 


et c’est cette identité qui fournira les ¢, sans intégration nouvelle. 


sde à sb Meurthe ee % 4.9 = 
" deg ihe By a tian Witbe | | À EN 


Du + ee mn 


| are PAs . rest h MEL Æ ® cr : ahs. Joab ae M ; 


$ wt : Ai IGE TA “ay ; À ft ma net “ 
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LES SYSTÈMES DE FONCTIONS HOLOMORPHES 


A VARIÉTÉS LINEAIRES LACUNAIRES 


ET 


LEURS APPLICATIONS 


Par M. Henri CARTAN 


Introduction. 


1. Émile Borel a démontré [B] (‘) en 1897 l'impossibilité d'une 

identité 
X,(æ)+X,(æ)+...+X,(x)=o, 

entre des fonctions entières, sans zéros, de la variable complexe x. 
Voici, plus précisément, la forme que l’on peut donner à son théo- 
rème : St l’on a une telle identité, ou bien les rapports mutuels des fonc- 
tions sont des constantes, — ou bien les fonctions se partagent en 
plusieurs groupes, la somme des fonctions d'un méme groupe est iden- 
tiquement nulle, et leurs rapports mutuels sont des constantes. 

Lorsque p = 3, ce théorème équivaut (*) au théorème de E. Picard : 
« une fonction entière ne peut admettre deux valeurs exceptionnelles 
finies ». Or, on a complété le théorème de Picard en le « traduisant en 
termes finis », suivant une expression de A. Bloch, c’est-à-dire en éta- 
blissant des propositions relatives aux fonctions holomorphes qui 


(1) Les lettres placées entre crochets renvoient à l'Index bibliographique. 
(2) En effet, si l’on avait 


X4+ Xo+\;=0, 


la fonction — < » par exemple, serait entière et ne prendrait aucune des valeurs zéro 
As 


et un. 
17% 
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admettent deux valeurs exceptionnelles, etsont définies non plus dans 
tout le plan, mais dans le cercle-unité : je veux parler principalement 
du théorème de Schottky et du théorème de Landau. Ces derniers 
peuvent être établis, soit en partant de la fonction modulaire, soit en 
s'appuyant, conformément au point de vue de E. Borel, sur la théorie 
de la croissance des fonctions. Enfin P. Montel a démontré qu’une 
famille de fonctions holomorphes, admettant deux valeurs exception- 
nelles fixes finies, est normale ('); ce théorème, d’où peuvent se 
déduire tous les précédents, au moins du point de vue qualitatif, 
sera désigné, au cours de ce travail, sous le nom de critère de 
P. Montel. 


2. La « traduction en termes finis » du théorème de E. Borel, dans 
le cas d’un nombre quelconque de fonctions, a été abordée en 1926 
par A. Bloch dans un Mémoire paru dans les, Annales de l'École 
Normale supérieure [A]. Ce géomètre est arrivé à vaincre en grande 
partie les réelles difficultés que présente cette question, et il a obtenu 
un théorème qui est une généralisation immédiate du théorème de 
Schottky, mais qui se complique du fait de l'existence de cas singu- 
liers; ces derniers n’ont été que partiellement éclaircis. Voici du 
moins le théorème obtenu par A. Bloch si l’on fait abstraction des cas 
singuliers (*) : Soient 


f(t)=a+az+...; (2) = b+ ba+...; 


K(æ)=e+er+..., 


n fonctions d'une variable x, holomorphes dans le cercle |x| <1, ne s'y 
annulant pas, et dont la somme n'y devient pas égale à l'unité. Les 
termes constants ay, by, ..., €, sont supposés différents de l'unité, et tels 


(1) Rappelons qu’une famille de fonctions holomorphes dans un domaine D est dite 
normale dans ce domaine, si, de toute suite infinie de fonctions de la famille, on peut 
extraire une suite infinie qui converge uniformément dans tout domaine fermé inté- 
rieur à D, la fonction limite étant, soit une fonction holomorphe, soit la constante 
infinie. 

(?) [A], théorème VITE, p. 309. 
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que la somme d’un nombre quelconque d’entre eux diffère de séro et de 
l'unité. Alors les coefficients a,, b,, ..., e, (et, d’une manière générale, 
les coefficients des termes de degré t, aj, b;, ..., e :) admettent une borne 
supérieure dépendant uniquement de ay, b,, ..., € (et de à). 

Cette proposition est d’ailleurs une conséquence du fait suivant, 
qui constitue, à proprement parler, la généralisation du théorème de 
Schottky : dans tout cercle |x| < 9, les fonctions admettent une borne 
supérieure qui dépend uniquement de 0, a,, by, ..., €. 


3. Après ces travaux de A. Bloch, il manquait encore, dans le cas 
d’une identité de Borel (') à p termes, un théorème analogue au critère 
de P. Montel dans le cas d’une identité à trois termes. C’est un théo- 
reme de ce genre que j’ai cherché à établir, sans d’ailleurs m’appuyer 
sur les résultats de A. Bloch, qui ne me paraissaient pas démontrés 
de façon certaine. J'ai jugé utile de reprendre la question dès le début. 
Si je n’ai pas fait subir de grandes modifications à la marche générale 
des idées, qui était, en quelque sorte, conforme à la nature des 
choses, j'ai par contre orienté ma démonstration dans un sens un peu 
différent, puisque A. Bloch s’était borné à considérer des systèmes 
de p fonctions prenant des valeurs données à l’origine. En m’affranchis- 
sant de cette restriction, j'ai obtenu une sorte de critère de famille 
complexe normale (°), qui laisse encore des questions en suspens 
lorsque p >4; au contraire, le cas p=4 se trouve complètement 
éclairci (*). 

Ce n’est là, bien entendu, qu’un résultat d’ordre purement quali- 
tatif, obtenu en somme grace à une étude de la croissance des fonc- 
tions envisagées. Pour arriver à des résultats d'ordre quantitatif, il 
faudrait construire certains systèmes de fonctions automorphes de plu- 


(1) Je nomme ainsi une identité de la forme 
\, + \s+.. — \,= 0, 


entre des fonctions holomorphes dans un certain domaine, sans zéros dans ce domaine. 
(2) P. Montel nomme famille complexe une famille de systèmes de k fonctions f*. 
f%, «++ f%, le symbole x servant à désigner le système de la famille considéré. La 
famille complexe est dite normale si chacune des 4 familles f{, f%, ...../7 est nor- 
male. 
(3) Voir Chap. IV, § #2. 


Ann. Ee. Norm., (3), XLV. — SEPTEMBRE 1928. 33 


258 HENRI CARTAN. 


sieurs variables, généralisant convenablement la fonction modulaire, 
et l’on n’en a pas encore trouvé ('). 


4. Dans le Chapitre premier, je rappelle brièvement quelques 
points fondamentaux de la théorie des fonctions méromorphes, et je 
fais une première étude de la croissance des fonctions satisfaisant à 
une identité de Borel, en vue de la démonstration future du cri- 
tère de famille complexe normale. Ce Chapitre ne contient rien 
d’essentiellement nouveau. 

Dans le Chapitre Il, j’établis un lemme énoncé sans démonstration 
par A. Bloch; il convenait de le démontrer, d’autant plus qu’il joue 
ensuite un rôle capital. Il est susceptible de diverses généralisations. 

Le Chapitre III contient la démonstration du résultat fondamental : 
l'existence du critère de famille complexe normale dont j’ai déjà parlé. 
Dans le Chapitre suivant, je donne quelques exemples des appli- 
cations dont il est susceptible. 

Enfin, le Chapitre V est consacré à la résolution de divers pro- 
blèmes d’unicité dans la théorie des fonctions méromorphes; cette 
résolution est étroitement liée à l’étude de certaines identités de 
Borel. J’indique, en terminant, une application du critère de famille 
complexe normale aux questions d’unicité. 

Qu'il me soit permis de remercier M. Paul Montel de l'intérêt qu'il 
m'a toujours témoigné; j'espère avoir tiré profit, dans la rédaction de 
ce travail, de ses conseils et de ses critiques amicales, et je lui 
exprime ici toute ma respectueuse reconnaissance. 
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CHAPITRE I. 


PRELIMINAIRES. 


I. — Rappel de quelques propositions fondamentales. 


5. Nous aurons constamment à utiliser les résultats fondamentaux 
de la théorie des valeurs moyennes logarithmiques, fondée par 
F. et K. Nevanlinna ('). Rappelons-les brièvement. 

Soit f(a) une fonction méromorphe dans le cercle |x|<1. La 
formule de Jensen s’écrit 


Fort 
(1) log [flo = se f log | f(re®) | 49 — ¥ los - 
9 v 


en supposant /(o) fini et différent de zéro; le premier terme du 


(1) Voir, par exemple, l'exposé complet de la théorie dans [F, a). 
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second membre représente la valeur moyenne de log|./(æ)| sur la cir- 
conférence, de rayon r<1, ayant pour centre l'origine. Quant aux 
sommes qui figurent au second membre, elles sont étendues, respec- 
tivement, aux zéros a, et aux poles b, de modules inférieurs à r, chaque 
zéro et chaque pôle étant compté autant de fois qu'il y a d'unités dans 
son ordre de multiplicité. 
Si l’on pose (') 
I oe + 6 
mr, f= se f log | f(re”) | d9, 
at, 
- À F 
N(r, f= Qlos Tr 
p 

la relation (1) peut s’écrire 


(2) mr. f) + Nr P=m(rs)+ NG +)+ log | f(o) |, 


ou encore 
(2°) T(r, Jy=T(v, 7) + los] f(0) | 
après avoir posé 

ECT. f y= mir 7) ENMTT 


La quantité T(7, f) caractérise la croissance de la fonction f(x). On 
montre que c’est une fonction convexe de logr, et, par suite (*), une 
fonction croissante de r. 


6. F. et R. Nevanlinna ont démontré la relation suivante, qui géné- 


(') @ étant un nombre positif, on pose 


he 

log a = loga si a2t, 
sg . 

loga = 0 si at. 


(2) Car si une fonction 9(7), définie pour r 20, est finie pour r =o, et convexe 
en logr, elle est croissante. Soit en effet o < r;< rz, et prenons ro compris entre o 


et r,. On a par hypothèse 
o(ro) logro 1 


o(ry) logry 1 |<o. 
o(rs) logre « | 
I] suffit de faire tendre ry vers zéro pour conclure 


9(r1) S$ 9( ra). 


to 
lor) 
D 
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ralise la relation (1) : 


(3)  logf(x) = Eve [pret EEE ag 


6_ 4 


—ayx T° — ae F 
— >! og ——— ‘i > ME, +i x const. 
= 


Cette nouvelle formule, qu’ils ont appelée formule de Poisson-Jensen, 
est valable pour tout nombre x de module inférieur ar. Selon l'usage, 
a, désigne le nombre complexe conjugué de a,. 

On peut en tirer |’ Née. (cf. [A], Lemme 4, p. 320) 


(4) log | (2)1S 2 m(r, f)— 7 mr à) 
r—a,x 
ne 


8 r(æ —a,) 
(Ixl=p<r) 


Pour l'obtenir, il suffit de remplacer, dans la relation (3), x par oe’, 
et de prendre les parties réelles des deux membres; il vient 


2 2 
lim 0 


ait i 
~ i I i 
(9) loger) = | nd NE 
Ta ri bye 
2 Be re +2 r(x — ten) Li 


et cette relation conduit à l'inégalité (4). Les logarithmes qui figurent 
au second membre de (4) et (5) sont tous positifs, puisque |æx|, | a, | 
et |b,| sontinférieurs à r. 


Si, en particulier, f(z) est holomorphe, le terme 2 log 


r— bux 
r(x — by) 


disparait, et l’on tire de (4) 


(6) m(r,4)é (=) m(r, f)— FE log | f(2) 
et a fortiori 
(6') mr, 4 )s(FEEY mir, f) + TE log Aw 


7. Limitation de mr, Le) - — Supposons /(z) holomorphe et sans 
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zéros. La relation (3) se simplifie; si on la différentie, on trouve 


Fe. 27 À 2re8 dÿ 
Ti Oe only {see 
fiz) on), aha 


ét, d’une façon générale, 
dm [f'(x) n! Ee ; 0 aretd@ . 
dx”! LE je ll log] fre | ei — eye? 
par suite, en posant |a|= ¢, 
J'(æ) (#)] < ar . af 
Fe) |= oF [mn n+m(r3)] 
LPO BS Ee nlor AL 
a CO [mir D+m(r ÿ)] 


En développant le premier membre de cette dernière inégalité, et en 
posant, pour abréger, 


m(r f+m(r 2) =X(r D 


on trouve immédiatement, par récurrence, une inégalité de la forme 


fm (x)| ¢ 
se Fay [shah 7 


P, étant un polynome de trois arguments, dont les coefficients sont 
des constantes positives ne dépendant que de n. 


—> X(r, 1); 


8. Rappelons enfin le théorème fondamental suivant : 


Une famille de fonctions f(x), holomorphes dans le cercle |x| <1, et 
pour laquelle m(r, f) est inférieur à un nombre fixe M quel que soit le 


nombre positif r inférieur à un, et quelle que soit la fonction f de la 
famille, est normale. 


P. Montel (') a donné de ce théorème une démonstration basée sur 
la propriété que possèdent ces fonctions de pouvoir se mettre sous la 
forme du quotient de deux fonctions bornées (*) (Nevanlinna). 


(1) TE), p. 44. 
(2) On sait qu'une famille de fonctions bornées est normale. 
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Placons-nous dans le cas où les fonctions n’ont pas de zéros; c’est 
. précisément le cas où nous nous servirons du théorème. Nous allons 
indiquer effectivement une borne supérieure de |f(æ)|. Désignons en 
effet par m(1, f) la limite vers laquelle tend m(r, f) lorsque r tend 
vers un; cette limite existe, puisque m(r, f) croît avec r en restant 
borné. Appliquons l'inégalité (4), en y permutant les lettres r et 6, 
puis en faisant tendre o vers un; il vient à la limite 


log | f(x) |< 


FE lef ESE mn); 


-) 1 + 
r désigne | a |. 
Remplacons / par ic il vient 


log [f(2)12 mt. f)-~ ms 4), 
Puisque N(7, /) et N(x, 3) sont nuls, la relation (2) permet d’écrire, 
après un passage à la limite, 


m(a.4)= mia, f) — log |F(0) |. 


Il vient en définitive 


(8) ire a TiS ree el fle) 


et, si m(1, /) est inférieur au nombre fixe M, 


- À , (on VS : 
I M+ ET log f(o): <log! f(x) \< Ser M + ——— log! f(o) |. 


On en déduit que les fonctions /(x) forment une famille normale. En 
effet, si | f(o0)| admet une borne supérieure valable pour toutes les 
fonctions de la famille, l'inégalité de droite montre que | f(2){ admet 
une borne supérieure qui ne dépend que der; dans le cas contraire, 
on peut extraire de la famille une suite infinie de fonctions, telle 
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que les valeurs à l'origine des fonctions de cette, suite tendent vers 
l'infini, et l'inégalité de gauche montre alors que ces fonctions con- 
vergent uniformément vers l'infini dans tout cercle |æ| <r,, quel que 
soit le nombre positif r, inférieur à un. 

© Si f(o)—1, l'inégalité (8) prend la forme suivante : 


f 
[log | f(x) | $ < me MÉRT ie 


a 
on obtient ainsi, pour log| /(x)|, une limitation intéressante, car elle 
est effectivement atteinte avec la fonction 


Aw 
flea; 


un calcul facile montre en effet que l’on a 


mit, fy=1 
pour cette fonction. 


II. — Etude de la croissance de p fonctions holomorphes, sans zéros, 
dont la somme est identique à un. 


9. L'étude que nous allons faire ici servira ensuite à la démonstra- 
tion du critère de famille complexe normale exposée au Chapitre III. 

Soient, dans le cercle-unité, p fonctions F,(a), F,(æ), ..., F,(æ), 
holomorphes, sans zéros, vérifiant l'identité 


(9) F,+F,+...+F,=1. | 


Reprenant une méthode de démonstration (') qui, dans le cas où les 
fonctions F; sont définies dans tout le plan, conduit au théorème de 
KE. Borel (cf. S 1), mais l’appliquant à des fonctions définies seule- 
ment dans le cercle-unité, nous trouverons une borne supérieure 
pour m(r, F;). 


(1) Je m'inspirerai d’une démonstration du théorème de E. Borel donnée par R. Nevan- 
linna ([ F, 6], p. 381) 
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8) 
Supposons que l’on ait 2 WON. LBS re oc F 
F, ET à UN i 
dF, dF, dF, 
dx dx Ma dx 
D(z) = Ao; 
dp- F, dp-1 F, de i, 
dar?  dær1 """ ‘dxri 


autrement dit, supposons que les fonctions F,, F,, ..., F, ne soient 
liées par aucune relation linéaire homogène à coefficients constants 
non tous nuls ('). 


Différentions p —1 fois l'identité (9); nous obtenons un système 
de relations qu’on peut écrire 


F, + EF, +...+ F,=1, 
F' ER por 
~ F+ 2 KF+...+ Æ F,=0 
F, ‘9 Fr, 
oe vies C's ge @ 6 Qi Bie ave & sv els 6 © 89, 2.8 ble te ie) @ amie 3 > 
Feo) Fe-) F-0 


——F 2—F,+... P_ = 0, 
F, ae F, at +I F 


et qu’on peut considérer comme un systéme de p équations linéaires 
par rapport aux p inconnues F,, F,, . 


.., F,. Le déterminant des coef- 
ficients n’est autre que 


I I I 
F' F, F, 

Shy F, ites D 
Sell = ee ok, 
Fe’ Feo) Fe ) 

i 


En appliquant la régle de Cramer, on trouve 


Ge) == 


en désignant par A;(x) le mineur du déterminant A, relatif au 7""* élé- 
ment de la première ligne. 


(1) Si D(x) était identiquement nul, on se ramènerait à une identité, de la même 
forme que (9), entre un nombre moindre de fonctions. 
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Or, a et b étant deux nombres positifs, on a l'inégalité évidente 
+ a — 
log(ab) < loga + logb. 
. Par suite, f,(x) et f.{æ) étant deux fonctions méromorphes, on a 
log f(æ) fa() Slog | f,(x) | + log fax) 
et, en prenant la valeur moyenne sur la circonférence |x| =r, 


mr, fifa) mr, fi) + mr, fa). 


On a donc ici 
m(r, F)£m(r. Ay) + m (r. x): 


Faisons successivement i = 1, 2,..., p, etajoutons membre à membre; 


il vient 
P 


Pp 
Yr, F;) Sy m(r, A;) + pm (r. i) ; 
À 


e=1 


et, en désignant, pour chaque valeur de 7, la plus grande des p quan- 
tités m(r, F;) par m(r), 


(10) me(r) >Y m(r, Aj) + pa (r. x) ; 


1 


Cette inégalité va permettre de limiter m(7). L'idée de la démonstra- 
tion est, en gros, de faire voir que le second membre est comparable 


à logm(r). 


10. Une difficulté provient d’abord de la présence de m (r, x) au 


lieu de m(r, A). Mais appliquons la relation (2) à la fonction A(x); 
comme elle est holomorphe, on a 


N(r, A) Seo, 


el, par suite, st A(o) n’est pas nul, 


mir, A) M (r. bi) N(r ces log|A(o)|. 
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On en déduit, puisque N (, x) est positif ou nul, 
(11) m G EG A) — log| A(o)}, 
et, en portant dans (10), 


(12) mir) mtr, A;) + pm(r, A) — plog| A(o)|. 


F, Fy F1) 
Pero F, 
valeurs 1, = ..., p; d'autre part, nous pouvons appliquer l’inéga- 
Heat) à PE; 

7 IF 
mutant Fe r Rare (7) les lettres r et o, nous trouvons des inéga- 
lités de la forme 


A(2)/<Q[e. 


A(a)is BI, oe KP, Bye ane og CBs F,)|, 


A; (a) et A(a) sont des polynomes en —4 


» h prenant les 


ésignant |a| par r, et per- 


9 X(0, [sh es X(0. s,)| 


D p D t 
i) 


Q; et R désignant des polynomes de p + 2 arguments, dont les coefi- 
cients sont des constantes positives ne dépendant que de p. 
+ 
Prenons les log des deux membres dans chacune des inégalités pré- 
cédentes, et servons-nous de l'inégalité presque évidente 


+ + + + 
(13) log(a, + a; +...+a))<loga.—+loga,; +...+ loga) + log}, 
les a; étant positifs. On trouve 
+ a «10 à 
log | A;(x) <U; [}ge, 1e log ae = logX(p LE OS Xp: F,)| 
| + + I He ee ae 
log A(x) |< Vigo. loge ET logX(p. F,). .... logX(p, Fn 


U; et V désignant des fonctions linéaires de p + 2 arguments, dont les 
coefficients sont des constantes positives ne dépendant que de p. On 
peut d’ailleurs supprimer le terme en loge qui est nul, ¢ étant plus 
18 
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petit que un; on a, en outre, 


Shs 
log 


Prenons enfin la valeur moyenne sur la circonférence |x| =7, et 
revenons a (12); il vient 


/ cé o 
(14) Mae AT Fee 


; at >) lou X (2. F;)— p log! A(o)|, 


a, b et c étant des constantes positives qui dépendent seulement de 
l’entier p. 
Mais ona 
X(0, Fy) = m(0, F;) + m (>, Fr) ; 
et, en vertu de la relation (2), 
(15) X(p, F;) =2m(p, F;) — log|F;(0o)|, 


de sorte que l’inégalité (14) prend la forme 


m(r)<a'+ blog 


es aa o>. log | mee F;) — = log F;(0) | — p log | A(o)!. 
C'est au moyen de cette inégalité qu'il faut conclure. Or, nous 
sommes gênés par la présehce, au second membre, de A(o) et de F;(o). 
Soit alors a un nombre positif fixe inférieur à |A(o)| et à chacune 
des quantités | F;(0o)|. L’inégalité précédente peut s’écrire, en faisant 
usage de l'inégalité (13), 


+ 
m(r)<a"+b log = bras nr > logm(p. F;), 
' 
‘ 


a” dépendant de p et de « seulement. On a donc en définitive 


I 


(16) m(r)<A + B log + Clogm(p), 


Die pr 
\ 


Bet C ne dépendant que de p, et A dépendant de p et de a. 


11. Il reste maintenant à introduire, au second membre, m(r) au 
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lieu de m(¢). On y arrive grâce à une méthode classique de E. Borel, 
qui s'applique aux fonctions croissantes d’une variable réelle, en par- 
culier à m(r). On vérifie aisément la proposition suivante : 


Les valeurs de 7, supérieures à R, pour lesquelles on a, h étant un 
nombre positif, l'inégalité 
m Or) 


m Ë ep =| > m(r)+ hlog2, 


peuvent être en fermées dans des intervalles, en nombre fini ou en infinité 
. m(R) 


dénombrable, dont la somme des longueurs est au plus égalea2e * . 


Si donc ona ici, R étant plus petit que un, 


c’est-à-dire 


3 


m(R) > hlog — R 


il existe certainement une valeur de 7, comprise entre R et 1, pour 
laquelle ona 


mir) 


h 


m hong eae (r)+ h loga. 


Prenons alors 


mir) 


a=r+re ee 


et portons dans (16). Il vient 


m(r)<A'+ Em r)+C logm(r), 


A’ dépendant de h. On peut choisir / assez grand pour que > soit plus 
petit que un; ce choix de A dépend uniquement de l'entier p, 
puisque B est une constante qui ne dépend que de p. On peut alors 
écrire 

m(r)< A” + C'logm(r). 


d’où l’on conclut aisément 
m(r)<M, 


M étant un nombre positif, qui ne dépend que de A” et C’, donc de p 
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et « seulement. Puisque R est inférieur à r, on à a fortiori 
m(R)<M. 
De l'étude précédente, il résulte finalement que l’une des deux 
inégalités suivantes est vérifiée 
m(R)<M, 


(17) LE 
m(R)<h log my 


quel que soit le nombre R inférieur à un. 


12. Nous en tirons deux propositions fondamentales, correspondant 
respectivement au cas d’un système unique de p fonctions F;, et au cas 
d’une famille de tels systèmes. 

Tnéorëme I. — Étant donné un système de p fonctions F;, on a 

LA de RE 


nh 
(r>|) | : 
0g 


7 


} étant unc constante positive fixe qui ne dépend que de p. 


En effet, h log — finit par être supérieur à M lorsque r tend vers 1. 


I — 
On a donc, d’après (17), si r est assez voisin de un, 


2 
m(r)£h log 
= + 


A étant une constante positive fixe qui ne dépend que de p; onen * 
déduit immédiatement le théorème ('). 

Rappelons que, pour établir ce théorème, on a supposé Ao et 
A(o) A 0. Nous verrons dans un instant qu'on peut s'affranchir de 
cette dernière hypothèse. 


(') Dans le cas p = » (fonctions holomorphes ayant deux valeurs exceptionnelles 
séro et un), l'emploi de la fonction modulaire permet de montrer [F, c] que l’on a 
m(r) mr) 

I I 


log 


lim <1; il existe en outre des fonctions pour lesquelles on a lim =i i. 


log 
ne, Sr 
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TuéoRèmE Il. — Étant donnée une famille de systèmes de Pp fonc- 
tions F;, st A(o) et les F; (0) sont supérieurs en module à un rs 
positif fixe x, valable pour tous les systèmes de la famille, les fonctions F, 
forment une famille complexe normale, ce qui veut dire que toutes les 
fonctions F;de même indice ¢ forment une famille normale. D'ailleurs, 
les fonctions F;, prises dans leur ensemble, forment aussi une famille 
normale. 

En ee Rete est inférieur au plus grand des deux nombres M 


et h log - 
que der. “Dont (cf. § 8) la famille est normale dans tout cercle de 
centre origine et de rayon r inférieur à un; dans ces conditions, elle 
est normale dans le cercle-unité, comme on le voit en a le 
procédé diagonal classique. 


> et, par suite, admet une borne supérieure qui ne dépend 


13. Cherchons à élargir un peu les hypothèses restrictives faites 
Jusqu'ici, mais en conservant toujours la condition Ao. 

On peut s’affranchir de l'hypothèse 4(0) +o. Il existe en effet un 
point x, (|x, |<r,<1), tel que A(x,) £ 0. On peut écrire, en vertu 


de (6), . | 
utr à < Persp ‘ me (r nm LE He wits ioe 
1 CURATONTS DE pap CAA Ce Vie 


et, si rest supérieur à un nombre fixe 7,, compris entre 7, et un, 


nT eS INR la 1 
fel p= is m(r. A) + log 
( ae Fa hy : ) Per, 7. Al eq) | à 


c’est-à-dire 
I 


m (r. <kh [mm r, A) + log Taie |, 


K étant un nombre positif qui ne dépend que de 7, et ry. 
Cette inégalité remplacera l'inégalité (11) au cours de la démonstra- 
tion précédente, qui subsiste ainsi avec ce léger changement. Le théo- 


ème I reste donc vrai. 
Ce qui précède montre de plus que, dans l'énoncé du théorème II, 


on peut remplacer l'hypothèse 
A(o) > a 


par la suivante : pour chacun des systèmes de la famille ul existe, à l'in- 


18*% 
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térieur d’un cercle de rayon fixe r,, ayant pour centre l'origine, un point 
où |A(a)| >a, ce point pouvant bien entendu changer avec le sys- 
tème considéré ; « et 7, sont les mêmes pour tous les systèmes de 
fonctions de la famille. 

On peut également remplacer l'hypothèse relative aux F;(o) par la 
suivante : ; 


Quelle que soit la fonction F; appartenant à l’un quelconque des 
systèmes de la famille, il existe, à l’intérieur d'un cercle de rayon 
fixe r,, ayant pour centre l'origine, un point où |F(æ)|> x. 


Il suffit en effet, dans cette dernière hypothèse, de remplacer, au 
cours de la démonstration précédente, l'égalité (15) par une inégalité 
de la forme 


X(p. Fi)< K | mie, F;) + log |- 


Nous désignerons dans la suite par tHtoréme II bts, le théorème II 
ainsi complété. : | 

Ces perfectionnements viennent d’être obtenus au moyen de l’iné- 
galité (6’), qui se déduit de (4) lorsque f(x) est holomorphe. Nous 
aurons besoin, plus loin, d'appliquer l'inégalité (4) à une fonction f(x) 
ayant des pôles, et de savoir comparer les valeurs d'une expression 


telle que Ÿ log 
[ra 


précisément ce que nous apprendrons à faire au Chapitre suivant. 


re by 


r(x — by) 


| pour deux valeurs différentes de a. C’est 


CHAPITRE II. 


AUTOUR D'UN LEMME DE A. BLOCH. 


I. — Généralisation d'un théorème de Boutroux; 
diverses propositions qui s’y rattachent. 


14. Dans son Mémoire des Annales de l’École Normale, A. Bloch 
énonce et utilise le théorème suivant ('), extension au domaine com- 


(1) [AJ], Lemme 5, p. 321. 
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plexe d’un théorème de P. Boutroux (') s'appliquant aux polynomes 
. d’une variable réelle : Sozt 


Fe) SG nee) Aa) 


un polynome de degré n dont tous les zéros sont intérieurs au cercle- 
unité. A tout nombre positif r<1 et à tout nombre positif y, si petit 
sout-tl, on peut faire correspondre un nombre H dépendant uniquement 
de r et de y (nullement des x ni de n), tel que l'inégalité 


|s(@)|>e™ 


soit vérifiée pour toute valeur de x inférieure à r en module, sauf peut- 
étre pour celles comprises dans des contours de longueur totale au plus 
égale à +. 

A. Bloch ne semble pas être parvenu à démontrer cette proposition. 
Je vais en donner ici une démonstration élémentaire, qui fournit effec- 
tivement une valeur pour H; nous n’aurons pas à supposer les «; infé- 
rieurs à un en module, ni x inférieur à r en module. Voici la forme 
précise qu’on peut donner au théorème (?) : 


TaéorÈème II]. — Sozent, dans le plan, des points Die a st ts Pay dis 
tuncts ou non, dont le nombre n et la position sont quelconques; soit de 
plus hun nombre positif arbitraire. Les points M du plan pour lesquels 
on a l'inégalité 

produit MP, x MP,x...x MP, gh" 
peuvent étre enfermés à l’intérieur de circonférences, en nombre au plus 
égal à n, dont la somme des rayons est égale à 2eh (e désigne la base 
des logarithmes népériens). 


15. Supposons en effet donnée une distribution de points P,, en 
nombre n, et soit # un nombre positif arbitraire. Je vais tracer des 
cercles, en nombre au plus égal à 7, dont la somme des rayons sera 
égale à 24, de façon que, M étant un point quelconque, assujetti seu- 
SG STONE NEO SE TU SN SET MES PNR dt M GE nee 

(1) G. Valiron en a donné une démonstration : [H}, p. 78-79. 

(2) Vai indiqué cet énoncé dans une Note aux Comptes rendus de l’Académie 
des Sciences, t. 186, 1928, p. 624. 
Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — SEPTEMBRE 1928. 99 
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lement à n'être intérieur à aucun de ces cercles, on ait l'inégalité 


I 1 : 
(18) = Dos pp, <1 — logh 


Je suppose d’abord qu'il existe un cercle C, de rayon 4, qui con- 
tienne les » points P; à son intérieur. Je trace alors le cercle de 
même centre et de rayon double. Il est clair que, si M n’est pas inté- 
rieur al’, ona 


MP;> k, 
et par suite 


1 I 1 
a Dies MP, < 187; 
i 


a fortiori l'inégalité (18) a lieu. 
Si, au contraire, il est impossible de trouver un cercle de rayon # 
qui contienne les » points, je regarde si l’on peut trouver un cercle de 


rayon (m —1)-qui contienne » —1 points. D'une façon générale, 


soit A, le plus grand entier tel qu'il existe un cercle C,, de rayon À, 
qui contienne À, points P;; ne considérons dorénavant, parmi les 
points P;, que les points non intérieurs à C,. Soit ensuite A,<A, le 
plus grand entier tel qu’il existe un cercle C,, de rayon A, 3 qui con- 
tienne A, des points restants; cessons désormais de considérer ces 


À, points (nous dirons qu’ils « appartiennent » au cercle C, ); et ainsi 
de suite. A la fin des opérations, on aura peut-être à envisager un ou 


c k - 
plusieurs cercles de rayon =; contenant un seul des points restants. 


On est ainsi conduit à envisager successivement p cercles C,, 
C,, ..., €,, de rayons non croissants, et chaque point P; « appar- 
tient » à l’un d’eux et à un seulement. Ces cercles sont done en 
nombre au plus égal à »; d’ailleurs la somme de leurs rayons est égale 


. k a = ~ LI nl . 

à = (Art Aa +... + Ap) = # En outre, À étant un entier quelconque 

inférieur ou égal an, s’il existe quelque part un cercle S, de rayon À &) 
. . = . . . . A 

qui contienne y.2 À points parmi les » points P,, l’un au moins de ces 


4. points « appartient » à un cercle C; de rayon supérieur ou égal à er 
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Ce fait résulte immédiatement du procédé suivi ROME définir les 
cercles GG, ., Ci: 

- Cela posé, traçons les cercles T,, F;, ..., l, respectivement con- 
centriques aux cercles C,,C.,...,'C,, et de Tone doubles. La somme 
des rayons des p cercles ainsi tracés est égale à 24. Soit maintenant M 
un point quelconque du plan, assujetti lo à n’étre intérieur à 
aucun des cercles F,, F,, ..., F,. Nous allons chercher une limite 


supérieure de -> Log 
À étant un entier quelconque inférieur ou égal à n, je dis que le 
cercle S,, de centre M et de rayon À = contient au plus  —1 points P;. 
Supposons en effet qu'un des points P; soit intérieur à S,, et soit C; 
le cercle auquel il « appartient ». Désignons, pour un instant, par R le 
rayon de S,, par 7 le rayon de C,, et par d la distance des centres des 


cercles S, et C;. Ces deux cercles se coupent, puisqu’il existe un 
point intérieur à la fois à S, et C;. On a donc 


ARC Er. 


Mais, par hypothèse, le point M, centre de S,, n’est pas intérieur à I’, 
concentrique à C; et de rayon double; on a donc 

AT 
On déduit de là 

TAN 

PRE = ee, : ae 

Ainsi le rayon de C; est plus petit que À —- D'après la remarque faite 
plus haut, le cercle S, ne peut contenir 4.2 points P,, et par suite en 


contient au plus À — 1. 
Par conséquent, il n’y a aucun point P; à l’intérieur du cercle S,, de 


| ar tale 
centre M et de rayon —; il y en a un au plus à l'intérieur du cercle S, 


fi = TANT ~ hk 
de rayon 2 4 …, À — 1 au plus à l’intérieur du cercle S, derayon 4 Fun 
n—Iau ACL à l’intérieur du cercleS, de rayon #. 
Nous majorerons donc >) log aap en supposant qu’il y ait un point P; 


i 


à la distance ~ du point M, un point a la distance 2 -; ---» un point à la 
n nr 
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distance ait ---, enfin un point à la distance k; cela fait bien » points 
a 


en tout. On peut ainsi écrire 


Ak 
= log > <— L (log À + log +. sh log 8? .+ log k 
OMP;= n 


nie log kt dt —1— logk. | 
0 ; 


La démonstration s'achève aussitôt; il suffit, en effet, de poser | 


pour retrouver l'énoncé du théorème III. La méthode utilisée a l’avan- 
tay» d'indiquer comment on peut s’y prendre pour tracer effective- 
ment les circonférences [; il importe de remarquer qu’il faut com- 
mencer par les plus grandes; la démonstration n’a pu se faire que 
grace à cette précaution. 


16. Mais cette méthode est susceptible d’être généralisée. Obser- 
vons que, jusqu'ici, nous avons trouvé une limite supérieure de 


De 

FE AAD? 

n ° MP; 
i 


valable pour tout point M situé à l’extérieur de certains cercles, ou « 
sur la circonférence de l’un quelconque de ces cercles. Si la démons- 
tration a pu être menée jusqu’au bout, c’est grâce à la convergence de 


l'intégrale | log: dr. 
0 
Soit maintenant /(7) une fonction quelconque, définie, positive et 
continue pour 7 positif, croissante avec D et infinie pour r=o. Je 
vais indiquer une limite supérieure de : > /(MP,), valable encore 


. “ . : . * L 
pour tout point M extérieur à certains cercles, ou situé sur la circon- 
férence de l’un d’entre eux. Je ne suppose mème pas que l’intégrale 


[fina 
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LB 


77 
soit convergente, mais j’introduis une fonction o(r), définie, positive 
et continue pour r positif, et telle que I’ intégrale 


fret dr 


soit convergente. L'intégrale fe@dr est convergente a fortiori; 
vy . 
posons 


(7) si o(r) dr; 
0 
(7) est une fonction définie pdur r positif, positive et croissante, 
nulle pour  — o. Elle possède donc une fonction inverse, soit 
r=W(t), 

nulle pour t= 0, définie pour £ positif et assez petit (*); la fonc- 
tion W(z) est elle-même continue, positive et croissante. 

k désignant un nombre positif arbitraire, je vais établir le théorème 
suivant : 


TuéorÈème III bts. — Les points M du plan pour lesquels on a Vinéga- 


lité 
fore [fora call 
aR Eka 


nal MP ner ni 2 
Arr. 


0 


peuvent étre enfermés à l’intérieur de circonférences, en nombre p au 
plus égal à n, et de rayons pi, 9», «++ Eps vérifiant la relation 


P : 
Si o(2)= ®(k). 


Il suffit, pour s’en convaincre, de reprendre la démonstration a 
théorème III, en considérant cette fois, au lieu des cercles de rayons ae — 


(2) D’une manière précise, si ®(r) augmente indéfiniment pour r infini, la fonc- 
tion W(t) est définie pour toutes les valeurs positives de ¢; si au contraire P(r) tend 
vers une limite Z lorsque 7: augmente indéfiniment, W(t) est définie pour o£ #4 < L. 
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| 4 
qui contiennent À points, les cercles de rayons aE a(t) | qui con- 


. j : PE Te , + EL 
tiennent À points. Ils sont en nombre p inférieur ou égal à ». Si l'on 
trace encore les cercles concentriques aux précédents, et de rayons 
doubles, leurs rayons 9; vérifient la relation 


P Pre 


DU EE (ER). 


LS 


j= : 1 


et l’on a, pour tout point M assujetti à n'être intérieur à aucun de ces 
cercles, 


DOIQURE s s[ (Ze) +s{¥(2 ec) |+. ; 


+ f[¥(; &(2)| get) ECO) 
1 
<f s[¥ (eo) Jae. 
En posant 
W[eO(k)] =a, 
on trouve enfin la limitation indiquée dans l’énoncé du théo- 
réme III Des. 
Il est clair que les théorèmes III et III bis restent vrais pour un système 
de points placés dans un espace à un nombre quelconque de dimensions ; 
ul suf fit de remplacer le mot « cercles » par « hypersphères ». 


17. Appliquons le théorème III bzs à deux cas particuliers. 


Û I + SET? ’ , 
1° Cas où f(r)— log: — C’est le cas examiné au début. Mais nous 
allons obtenir une proposition plus générale que le théorème III, qui 
correspond au cas où l’on prendrait o(r) = 1. Prenons cette fois 


Dirt, 


x étant un nombre positif quelconque. On a 


ai 
P(r) = — 1%, 
a 
hk 
i 


I I à 
[ No E dr a= = ka | — — logk ). 
r m ct : 


et 
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On a donc l'inégalité 


I I I 
x IE MPa OS 


sauf pour des points M qui peuvent être enfermés à l’intérieur de 
cercles de rayons p;, tels que 


PA Cla 
Si l'on pose 


k= het, 


le théorème prend la forme suivante : Les points M du plan pour les- 
quels on a | 


a 


Il MP;< h" 


eI 


peuvent être enfermés à l'intérieur de circony érences, en nombre au plus 
égal à n, dont la somme des puissances «*”"® des rayons est au plus égale 
ae x< (2h)*, quel que soit le nombre positif à. 

Bien entendu, les cercles à tracer dépendent de x. 


1 


2° Cas où f(r) = 5: — Ce cas est intéressant quand À est entier et 


positif; car si l’on se place dans un espace à À + 2 dimensions, 
f(r) est une fonction harmonique. Prenons 


DEN = ped 
On à 
ri 
USE À ue 


On a donc l'inégalité 


I I A+1 
nM SB? 


7 


sauf en des points intérieurs à des hyperspheres de rayons ?;, tels que 


> ( pire = (2k), 


Î 
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En particulier, le cas À —1 est le cas du potentiel créé par des 
masses électriques distribuées dans l’espace à trois dimensions ; c'est 
la surface totale des sphères exceptionnelles qui est bornée, résultat 
pressenti par A. Bloch ('). 


18. Voyons maintenant ce que deviennent les théorèmes III et III dvs, 
lorsqu’on passe d’une distribution discontinue de points P;, en nombre 
fini, à une distribution continue. Nous remplacons l’expression 


is >») 
~ Df MP: 
par l'intégrale 
[ BCP) MP) der, 


étendue à tout le plan (ou plus généralement à tout l’espace); l’inté- 
gration se fait par rapport au point variable P, et ds, désigne l’élé- 
ment d’aire dans le cas du plan, l'élément de volume dans le cas de 
l’espace. L'intégrale est une fonction du point M. La fonction (P) est 
une densité continue, positive ou nulle, telle que l’intégrale 


fe(P) der 


soit convergente et égale à wn. Il est clair que si la seconde intégrale 
est convergente, la premiere l’est aussi; car, en vertu des hypothèses 
faites sur la fonction f(r), f(MP) reste bornée lorsque, M restant 
fixe, P s'éloigne indéfiniment. 

Placons-nous tout de suite dans le cas général, où interviennent les 
fonctions 9, ) et UW. Au lieu de considérer les valeurs de l’entier À 
pour lesquelles il existe un. cerele de rayon EU] qui contient 
Z points, considérons cette fois les valeurs de w, pour lesquelles il 
existe (*) un cercle de rayon uw, jouissant de la propriété suivante : 
Du) 

D(k) 


l'intégrale f 1:(P) dsp, étendue à ce cercle, est égale à 


(1) [A], p. 356. 
(7) Ilse peut Mailleurs qu'il n'y ait point de telles valeurs de w. Dans ce cas, il n°y 
aura aucun cercle à tracer. 
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Plus précisément, w étant une variable continue qui va décroitre 
de # à zéro, soit &, la plus grande valeur de w jouissant de la propriété 
précédente ; il existe donc un cercle C,, de rayon w,, tel que l’inté- 


grale [u(P)dos, étendue à ce cercle, soit égale à + 
désormais u.(P) par séro en tout point du cercle C,. Soit ‘ensuite w, la 
plus grande valeur de w qui jouisse de la même propriété, etc. Le pro- 
cédé est général. Mais, cette fois, on peut être amené à envisager une 
suite infinie de circonférences C,,C:,...,C,,..., correspondant à des 
valeurs u,, Ws, ...,u,...- Tracons les circonférences I',, L,, ..., 
concentriques aux précédentes et de rayons doubles. Si le point M 
n'est intérieur à aucune de ces dernières, on trouve pour l'intégrale 


- Remplacons 


if u(P) f(MP) dap. 


étendue à tout le plan, /a méme limitation que celle trouvée tout à 
5 1 y 
Vheure pour = = f(MP;). 


polentind ailleurs:0;, 5244.04 © les-rayons:-des- cerclessF,, 
D dl. OM, —2u0.; ef par suite 
DS o( f)< O(k), 
fed DER 


/ 


le premier membre étant une somme ordinaire ou une série. 
- Par exemple, étant donnée, dans l’espace à trois dimensions, une dis- 
tribution de charges électriques positives, de masse totale égale a un, les 


points de l’espace où le potentiel est supérieur à 7. peuvent être en fermés 


dans des sphères de surface totale 647%". 


19. Revenons au cas général. On a été amené à considérer des 
cercles l;, ou plus généralement des hypersphères l;, en nombre nul, 
fini ou infini. Mais, si l’on connaît une borne supérieure A de u(P) 
valable dans tout l’espace, on peut indiquer une (mute supérieure du 
nombre n des cercles ou des hypersphères T;, au moins sous certaines 
conditions qui seront précisées dans un instant. Cette limite dépend 
de A, de #, et aussi du nombre des dimensions de l’espace; c’est la 
première fois qu’intervient ce dernier. 


Ann. Ee. Norm., (3). XLV. — SEPTEMBRE 1928. 36 
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Par exemple, si l'intégrale / f(r) dr est convergente, et si l’on 
prend @(r)=1,on a 
n<fAU(k) ET 1, 


U(k) désignant le volume de l’hypersphère de rayon / dans l'espace a 
u dimensions, dans lequel nous nous plaçons par hypothèse. 
En effet, s’il existe une hypersphère de rayon 44, telle que l’inté- 


grale { &(P) dap étendue à cette hypersphere soit égale à ¢, comme 
cette intégrale est, d’autre part, inférieure ou égale à 


AU(th) =A#U(A), 
ona 
tc At U(hk) 
ou 


oe 
= S[AU (HE 
d’où l’on déduit le résultat annoncé... 
La limite supérieure de » se calcule d’une manière analogue dans 


ae ‘ Sa ®D(r) VTT 
le cas général, à condition que x augmente indéfiniment lorsque r 


tend vers zéro, 4 désignant toujours le nombre de dimensions de 
l’espace. Il en est bien ainsi dans le cas du potentiel harmonique. 
II. — Application à l'étude de N,(7. f). 


20. Revenons aux pôles 6,, de modules inférieurs à r << 1, d’une 
fonction f(a) méromorphe dans le cercle-unité, et posons, pour |æ|< r, 


Zier 


N,(r, f) se réduit à Nv, f) pour 2 =o. Rappelons que les loga- 
rithmes qui figurent au premier membre sont tous positifs ; par suite 
N.(r, f) est une quantité positive. 


L'inégalité (4) s’écrit alors, en rétablissant |æ | à la place de s, 


(18) log |. f'{ we ) I< pete mr, Ti — Brea Di (i +) 
|: +de \ 


r rm bye 
lr(x r(æ— by) EN 


vr | jae 
Ene: 7 )+% rsh 


me gr 


Lu 


Fr 4 
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) Nous poserons également 
# 


Ter, f) =m(r, f)+No(r, f): 
T.(r, f) se réduit à T(r, f) pour x =o. 
Nous avons vu (§ 9) que l’on a 
m(r, fife)S mr, f,) + m(r, fo): 
comme on a évidemment 


. Nv(7, ihe ) < N-(r, Fa + N,(r, a), 
On à aussl 


(19) Les fife) S$ Tar, fi) + Ta (rs fe). 
Ces inégalités se généralisent pour un nombre quelconque de fonc- 
tions. 

Nous allons chercher à comparer les valeurs d’une expression telle 
que N,(7, f), pour deux valeurs différentes de x. Pour simplifier, 
supposons d’abord r = 7, et, changeant un peu les notations, consi- 
dérons l'expression 


i 


bi tit | 
’ 


Æ --- b; | 


les ; étant des nombres complexes, de modules inférieurs à un, en 


nombre fini. 
Cherchons une limite supérieure du quotient (' ) 


D = 1—-¢;x 
NT —t; 
= — 1 
Ÿ log LE 
sd | d; 


x et y étant deux nombres de modules inférieurs à ¢ <1. 


21. Partons de la double inégalité 


| æl—|t| et 


7 itll a] 


| 
| < 
| 


LC het PTE 
! 


qui s’établit aisément par des considérations géométriques : en elfet, 
() Cf-[Al.p, 326-322. 
19 
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& étant Vaffixe d’un point quelconque, fixe, intérieur au cercle-unite, 
la transformation homographique 


appliquée à x, transforme la circonférence ayant son centre à l’ori- 
gine, et || pour rayon, en une autre circonférence, dont un diamètre 
est sur la droite joignant l’origine au point d’affixe ¢. Il suffit d'écrire 
que la distance de l’origine à un point quelconque M de cette dernière 
circonférence atteint son maximum et son minimum lorsque M vient 
respectivement aux deux extrémités de ce diamètre, pour obtenir 
l'inégalité précédente. 

Partageons les points ¢; en deux catégories, suivant que !t;| est 


es wap ta MEL lent. 
supérieur ou inférieur à —— . 


1° Cas où it >. TE. LOTS 


te 1—|t|.|x| j 1+]|æx 
log à < log —— 7 = log] 1+ (1 Dr] 
ESS Tefal À MN Te Te] 
; i+ |x 4 , 
<(1—I(t = 
et 
pas #1 | P = 
log ? = |< log lJ cab = lor 1 — (1 — | L 1)" | 
1— ty} LEE LES 3 1+ {e}.ja| 
A aly Pa 
D 1+|tl.|y| 
d’où 
1—ty| 1—|Y I — 
log =|> (1 : ae a ee 
se | Mien cee. “park Seo hi à 
On en déduit 
(20) log 117) 8 ME Fred 4 6 
Sty (ree pee 
Be Cas où t< =. — Ona 
| , 
| Diets + OR A Pan il 


“ 
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et le maximum du second membre a lieu pour |y|= 2, |¢] = =. 
2 


On trouve alors immédiatement 


7 Sp Cia 
’ Eb |e 4 
d’où 
log I— ty np 
ARS i 


Soit x le nombre des points ¢; de modules inférieurs ou égaux 


sicke ae Ron 
à —— + Ona, d'après ce qui précède, 


(21) los 


la somme qui figure au premier membre étant étendue a ces points #. 
Mais on a évidemment 


(22) Slog | — LI log ——_— mera 


les sommes étant toujours étendues aux mêmes points £;. 

Si Æ est un nombre positif arbitraire, on peut, en vertu du théo- 
rème III, tracer des cercles dont la somme des rayons soit égale à 4ek, 
et tels que l’on ait l'inégalité (*) 


(23) loz ec) ce: log 7 


sauf peut-être lorsque le point x est intérieur aux cercles précédents. 
Des inégalités (21), (22) et ae on déduit 


LL ter Sie Slog 


Dans cette inégalité les sommes sont étendues aux points ¢;de modules 


>n ses: 
4 


/ ae 


oe 


0 


JA ue 


°. Pour tout point ¢ de module supérieur 


. ri , Sr 
inférieurs ou égaux à 


à, on a l'inégalité (20). On a donc, en étendant cette fois les 
2 


I ee Zi 
(') On suppose évidemment 4 ek<1; donc log Ree positif, et même plus grand 


que 2. 
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sommes à tous les points 4), 
et tix Oo 
4) Sion | =F] <M Yee 
i i 


M désignant le plus grand (') des deux nombres 


! 


’ 


I= ty 
y—t 


8 4 1 
Bee et ——— log — - 
(EP CEST ANS 
En définitive, l'inégalité (24) est vraie pour tout sue de points x 
et y, intérieurs au cercle de rayon 9 ayant pour centre l’origine, excep- 
lion faite peut-être pour des points x qu'on peut enfermer à l’intérieur 
de circon f érences dont la somme des rayons est égale à hek. 
CS De Tr à 
I] suffit de remplacer, dans l'inégalité (24), x par = y par et 4 
b re eer 
par +, pour trouver l'inégalité 
(2) Nx(7, f) < MN-(7, f), 


M désignant cette fois le plus grand des nombres 


Sr? F re? ee 
(r—p) (r — p} Ke 

cette inégalité est valable pour tout couple de points x et y, intérieurs 
au cercle de rayon ¢ <r ayant pour centre l’origine, exception faite 
peut-être pour des points 2 qu’on peut enfermer à l’intérieur de cir- 
conférences dont la somme des rayons est égale à 4erk, et a fortiori 
inférieure à 4ek. 

L’inégalité (25) entraine la suivante 
clan T(r, f) <MT,(r, f). 

22. Ce point étant acquis, nous pouvons établir quelques théo- 


remes qui, si compliqués qu'ils puissent paraître, rendront ensuite de 
grands services. 


(') Pratiquement, on peut prendre M = 


que 2. 


a Le 
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THÉORÈME IV. — Sort f(x) une fonction holomorphe dans le cercle- 
unité, et sotent r,, ©, Y et « des nombres positifs fixés une fois pour 
toutes (9 Try 1). Supposons que l'inégalité 


soul vérifiée en un point x intérieur au cercle C, de rayon ¢ ayant pour 
centre l'origine; r ayant une valeur positive quelconque comprise entre 1, 
et un, On a, pour tout point y intérieur au cercle C,, l'inégalité 


SE (> 1) <K+hm(r. f), 


sauf peut-être pour des points qu'on peut enfermer à l’intérieur de cir- 


conférences (') dont la somme des rayons est égale à y. La lettre K 


désigne une constante positive (*), qui dépend seulement de r,, 2, Y et 2. 


En effet, l'inégalité (18) permet d'écrire, puisque N,(7, f) = 0, 
m (: =)+ Pale, NN Fa ;) (nl } mcr, f) — rr |e] log | f(z) |. 
ae r ||: LE mere : Ree lt th aie 
. D'ailleurs, 


et, puisque 


on aa fortiort 


, ? , ! = 

; ON df CeO Po 0 I 

(DEN ECESR sae DAT he) pee Ge 
. HAY bie ae ar) s Eye Oo 


Il suffit de joindre à cette inégalité l'inégalité (25’) dans laquelle 
. ; , , 1 2 . 
on aurait permuté les lettres æ et y, et remplacé / par >> pour établir 
le théorème IV. 


(1) Ces circonférences dépendent de la valeur de 7 considérée, 
(2) Nous aurions pu écrire À : Bair, f), mais l'introduction de Ja lettre unique K 
est aussi simple, 


19% 
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Tutorime IV bis. — Soit f(x) une fonction méromorphe dans le cercle- 
unité. Si les points x, éntérieurs au cercle de rayon ¢ ayant pour centre 
l'origine, pour lesquels on a 


(26) f(x) | >, 


ne peuvent pas étre enfermés à l'intérieur de circonférences dont la 
somme des rayons soit égale à y, on a, pour tout point y intérieur au 
cercle de rayon 2 ayant pour centre l'origine, et sans exception cette 
fois, 
m (r. :) <K+KT,(r, /) Le a 
Les notations du théorème précédent sont conservées. 
En effet, l'inégalité (18), traitée comme tout à l'heure, permet 


d'écrire 
Æ. lo +0 \* r + i 
mr, +) (22) rf) + ER ig een, 
SiC ro—p © |f(2)| 
et, d’après l'hypothèse de l'énoncé, on peut choisir x de facon que les 


inégalités (25°) et (26) soient valables toutes deux, ce qui démontre le 
theoreme. 


Tutontme LV ter. — Les conditions du théorème IV bis étant mainte- 
nues, ona 


rt, 7 <h+KT,(r, /) Cee 
sauf peut-ctre pour des points qu'on peut enfermer à Uintéricur de cir- 
conférences dont la somme des rayons est égale à y. 


En effet, l'inégalité (18) permet d'écrire 


Lei l A de \ fi à 
mG :)s( +t) RNB dy bai a 
FFT TS p EE lo—p © [flx)| 


et l'on peut choisir x de façon que l'inégalité (26) soit vérifiée en même 
temps que la suivante 


T(r, f)<MT,(r, f), 


quel que soit y de module inférieur a ¢. 


— te 
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Mais l’on a, pour tout point d’affixe y inférieure à ¢, sauf peut-être 
pour des points qu'on peut enfermer à l’intérieur de circonférences 
dont la somme des rayons est égale à +, |’ inégalité 


i (r. | < MT, @ 5) 
en LR a À 


ce qui démontre le théorème. 


23. Avant de terminer ce genre de considérations, indiquons, en 
passant, comment l'inégalité (25) permet de compléter un théorème 
de S. Mandelbrojt [D]. On peut donner au théorème primitif la forme 
suivante : 


Soit f(x) une fonction holomorphe, sans zéros, et de module inférieur 
à un dans le cercle-unité; x et y étant deux points quelconques du cercle 
de rayon p < 1 ayant pour centre l’origine, le quotient 


log | f(x 
log | f(y) | 


admet des bornes supérieure et inférieure ne dépendant que de 0 
Il est d’ailleurs facile de trouver leurs valeurs exactes; ce sont 
I \2 SANTE 
ai ) el (; e ? 
1— 0 I+p, 


comme le montre l’inégalité (8) où lon fait m(1, /)=0; ces bornes 
+n 
iS 


sont atteintes avec la fonction e 
Voici maintenant le théorème complété : 


Tatontme V. — Soit f(x) une fonction holomorphe, de module infé- 
rieur à un dans le cercle-unité, pouvant avoir des zéros; à tout nombre 
positif o inférieur à un, et à tout nombre positif y arbitraire, on peut 
faire correspondre un nombre positif À, indépendant de la fonction f, 
et tel que l’on ait 

log | f(x) | 


og | f() 7 


pour tout couple de points ax et y, tntérieurs au cercle de rayon 5, ayant 
Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — Ocrosre 1928. 37 


A 


HA 
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pour centre l'origine, exception faite peut-être pour des points x, qu'on 
peut enfermer à l'intérieur de circon férences dont la somme des rayons 


est égale ay. 
Soit en effet run nombre positif compris entre £ et 1; appliquons 
l'inégalité (18), en tenant compte des egalités 


HP), NF poe 03 


il vient, en remplaçant æ par y, 


. l 
et aussi, en remplacant / par 7 


I r+ indi pe 
sak ace iC ad i ena eo 


Mais, puisque |a| et|y| sont inféwicurs à ¢c, les deux inégalités 


précédentes entrainent a sortiort les deux suivantes : 


| log f(r) | Ke - s ss (>. $ | — N, ( ig : )» 


ye ae : A 4 DT À fees 
| ST ss TAUE à. | No(s 5) 


cy 


De la première on tire en particulier 


portons dans la seconde; il vient 
vane 
hip = 


0, 


loz | fe) |: | log Lf i N..( By ; > 


ef, en divisant par — log /'\()| qui est positif, 
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Or, d’après (27), ona 


— log [SON IZN, (r, “i 


a | 


et par conséquent 


A | a 

on orl gp rev p Se 7) 

i cane cory 
| 


Mais, sauf peut-être pour des points æ qu’on peut enfermer a I’inté- 
rieur de circonférences dont la somme des rayons est égale à +, on a, 
d’après (25), 


M étant le plus grand des deux nombres 


87 17° 16 
Cr —p} PE 7 


Il suffit de prendre r supérieur à un nombre r, plus grand que ¢, 
pour obtenir l'inégalité 


pour tout couple de points + et y, intérieurs au cercle de rayon ¢ ayant 
pour centre l’origine, exception faite peut-être pour des points + 
qu'on peut enfermer à l'intérieur de circonférences dont la somme 
des rayons est égale à y; le nombre A est égal à la plus grande des 
quantités 


ce 
! 
log Es 


+ a) i np thy 2 thas 
SN 871 el (=) | 12 ir 
\ lip; bint Bf" CUP (HS 07) 


et, comme on peut choisir r, aussi voisin de un qu'on veut, on peul 
prendre A aussi voisin qu'on veut de la plus grande des quantités 


= log 


La 5} (var 7 
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Il importe de remarquer que, pour une fonction f{æ) donnée, les 
circonférences exceptionnelles à tracer dépendent du choix de 7. 


CHAPITRE HI. 


UN CRITERE DE FAMILLE COMPLEXE NORMALE. 


24. Considérons, dans le cerele-unité, une famille infinie de sys- 
tèmes de p fonctions X,(a), X:(æ), ..., X,(æ), holomorphes, sans 
zeros, vérifiant l'identité 

RE | de Xp Se 0, 


On pourrait affecter chaque fonction d'un symbole indiquant le sys- 
tème de la famille auquel elle appartient, mais nous ne le ferons pas, 
pour simplifier l'écriture. 


. À: 
Nous ne porterons notre attention que sur les rapports mutuels — 
és 


(A, u—=1,2,...,p) des fonctions d'un même système. On pourrait, 
par exemple, supposer X,==1, mais cela romprait la symétrie des 
notations. | 

Nous allons, dans ce Chapitre, établir un critère de famille complexe 
normale relatif à une telle famille. En réalité, ce ne sera pas tout à fait 
un critère de famille complexe normale, au sens adopté jusqu'ici par 
P. Montel; nous verrons, en effet, qu’on ne peut pas affirmer que 

X 


. À) e 
toutes les familles x soient normales. Nous nous trouvons donc en 
Ay. 


présence d’une « famille complexe normale » d’un type nouveau. 


25. Montrons d'abord comment certaines considérations géomé- 
triques peuvent conduire à des systèmes de p fonctions holomorphes, 
sans zéros, dont la somme est identiquement nulle. Nous justifierons 
en même temps l'expression systèmes de fonctions à variétés linéaires 
lacunaires, introduite par A. Bloch. 

Placons-nous dans l’espace projectif complexe à p— 2 dimensions; 
un point de cet espace possède p — 1 coordonnées complexes homo- 
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gènes. Soient 
No, N—-0. RSA An 0 


les équations de p variétés linéaires V,, V., ..., V,, à p — 3 dimen- 
sions. Les premiers membres de ces équations sont des formes linéaires 
des p — 1 coordonnées, et p — 1 quelconques de ces formes sont sup- 
posées linairement indépendantes. Chacune d’elles n’est définie a priori 
qu'à un facteur constant près; nous pouvons disposer de ces facteurs 
constants, de facon que X,, X:, ..., X, vérifient l'identité. 


X,+ X,+...4+ X,=o. 


Supposons alors que les p — 1 coordonnées homogènes d’un point M 
de l’espace soient des fonctions holomorphes de la variable complexe x, 
définies dans le cercle-unité par exemple; si, quel que soit +, le 
point M(x) ne vient sur aucune des p variétés V,, V,, ..., V,, que 
nous nommerons alors dacunaires, etsi l’on remplace, dans X,, X,,..., 
X,, les coordonnées du point Men fonction de +, on obtient p fonc- 
tions X,(x), X.(x), ..., X,(x), holomorphes, sans zéros, dont la 
somme est identiquement nulle. 

Pour employer le langage de P. Montel ('), les p — 1 coordonnées 
du point M admettent p combinaisons linéaires exceptionnelles X,, 
+ ee 

Le cas p =3 est celui d’une droite complexe (plan de la variable 
complexe) à trois points lacunaires, par exemple 0, 1 et æ (critére 
de P. Montel). 

Le cas p= 4 est celui du plan projectif complexe à quatre droites 
lacunaires, non concourantes trois à trois. 


I. — Cas de trois fonctions. 


26. Avant de traiter le cas général, il sera bon de nous familiariser 
avec la méthode de démonstration, en l’appliquant d’abord au 
cas p=3. Nous allons montrer que, étant donnée, dans le cercle- 
unité, une famille de systèmes de trois fonctions \,, No, À;, holo- 


(1) Voir par exemple [E]. Chapitre XN. 
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morphes, sans zéros, dont la somme est identiquement nulle, il est 
possible d’en extraire une suite infinie de systémes, pour laquelle les 


7 


+ de autre P ide . 
rapports mutuels x. x. et convergent respectivement, soit vers 


des fonctions holomorphes sans zéros, soit vers la constante zéro, soit 
vers la constante infinie (‘}. Il s’agit de convergence uniforme dans 
tout domaine fermé intérieur au domaine considéré, ici le cercle-unité, 
et nous convenons, une fois pour toutes, de ne jamais envisager d'autre 
type de convergence que celui-là, sauf indication contraire. 

Introduisons également une convention de langage : nous dirons 
qu’une suite de fonctions holomorphes, sans zéros, « converge au 
sens strict », ou plus simplement « converge », lorsqu'elle converge 
vers une limite qui n’est ni la constante zéro ni la constante infinie; 
dans ce cas, la limite est une fonction holomorphe sans zéros, en 
vertu d’un théorème classique. Nous mettons donc à part le cas où la 
limite est égale à l’une des valeurs exceptionnelles des fonctions de la 
suite, ici zéro et l'infini. L’inverse d’une fonction qui « converge » 
«converge » aussi; le produit ou le quotient de deux fonctions qui 
« convergent » « converge » vers le produit ou le quotient des limites. 

Dans le cas général où la suite converge vers une fonction holo- 
morphe ou vers la constante infinie, nous dirons que la suite « converge 
au sens large ». 


37 fp | pe SR RAL 
27. Etant donnée, dans le cercle-unité, une famille infinie de sys- 
tèmes de trois fonctions, holomorphes, sans séros, vérifiant l'identité 
xX) + X3+ XJ= oO, 


nous allons faire voir qu'on peut en extraire une suite infinie de systèmes, 
Joutssant d'une des propriétés suivantes : 


TT TN 
a. Les rapports mutuels LR eo «convergent »; 


RS Se en ee, eee ee a 

(!) Tl est à peine besoin de faire remarquer que ce fait est une conséquence directe 
Le ; , : X: 

du critère de P. Montel; car la fonction — ÿ.? Par exemple, est holomorphe. et ne 
“hy 


prend ni la valeur zéro ni la valeur un. 


La F4 


SUR LES SYSTÈMES DE FONCTIONS HOLOMORPHES, ETC. 295 


b. À, u, y désignant les trois indices 1, 2, 3 rangés dans un certain 


v 


Sor Oe Rae 
Ore re, = converge (DS ENS et — et — convergent vers SCTO. 


Xa Gage 0 


Dans le cas b, nous dirons, en anticipant sur le cas général, que X,, 
et X, sont de première catégorie, et X, de seconde catégorie. Dans le 
cas a, nous dirons que toutes les fonctions sont de première catégorie. 
Il y a, en somme, quatre circonstances possibles, suivant que les trois 
fonctions sont de première catégorie, ou que l’une d’elles est de 
seconde catégorie. 

Dans le théorème précédent, nous avons énoncé des propriétés de 
convergence qui ont lieu dans le cercle-unité; mais il suffit, pour 
Pétablir, de montrer qu’on peut extraire, de la famille donnée, une 
suite de systèmes jouissant de ces mêmes propriétés de convergence 
dans un cercle de rayon quelconque r, <1 ayant pour centre l’origine. 
En effet, une fois ce point acquis, donnons-nous une suite infinie de 
cercles (*}C,, GC, ..., C,, ..., dont les rayons tendent vers un. Nous 
pouvons extraire de la famiile une suite de systèmes pour laquelle un 
des quatre cas de convergence se trouve réalisé dans le cercle C,; de 
cette suite nous pouvons extraire une suite nouvelle, pour laquelle un 
des quatre cas se trouve réalisé dans le cercle C,; et ainsi de suite. 
Le nombre des cas possibles étant fini (quatre), l’un d’eux se trouvera 
réalisé pour une infinité de cercles, et le procédé diagonal fournira 
une suite de systèmes pour laquelle les propriétés de convergence, 
relatives à ce cas, auront lieu dans le cercle-unité tout entier (?). 


28. Soit done C, un cercle de rayon fixe r, 1. Commençons par 
envisager diverses hypothèses : 
1° Supposons d’abord qu’on puisse extraire de la famille une suite 
X Fake = : 
de systèmes pour laquelle © converge vers zéro dans le cercle C,. 
£m} 
Alors, en vertu de l'identité 
RES 


ee xs 


(1) Tous les cercles dont nous parlerons césormais ont pour centre l'origine. 
: ce Cie aE Cre lens eg nie 
(2) Nous aurions pu simplifier un peu ce raisonnement; mais il présentera Pavan 
tage de s'appliquer sans modification au cas où p est quelconque. 
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VE RUE ; 
re rs = e vers zéro dans le 
converge vers 1, et ag? ci converg é 


es à 
Xi, 
cercle C,. Le théoréme est donc établi dans ce cas. 

2° Supposons en second lieu qu’on puisse extraire une suite pour 


r 


X br Ne 
pe : 4 : A “ Û 
laquelle X converge vers — 1 dans le cercle C,; alors x, °t ASE 


vergent vers zéro, et le théorème est établi dans ce cas également. 
, : = : À 
3° Supposons enfin qu'on puisse extraire une suite pour laquelle <* 


X;, 

« converge » vers une limite différente de —1 dans le cercle C,; 
Xy 

alors À = t+ Me converge », et Re converge » aussi 

SU a St RE NR 8 : 


29. Nous pouvons désormais, pour établir le théoréme, exclure 
l'hypothèse 1°. Il existe alors un nombre positif «, jouissant de la 


X4 
84 
parmi les nombres 1, 2, 3, est supérieur en module à « en un point 


propriété suivante : tout quotient quels que soient À et pw pris 


: s ot Ba hts oa : : 
au moins du cercle Cy, et inférieur en module à ; en un point du même 


cercle; le nombre x est valable pour tous les systèmes de la famille. 
Deux hypothèses, qui s’excluent mutuellement, sont alors possibles : 


I. Supposons qu'on puisse extraire de la famille une suite infinie de 


systèmes, pour laquelle la dérivée logarithmique de Ÿ reste inférieure ou 
2 


à 


égale à un (') en module en tout point du cercle C,. 


x, 


X, 


ae Mestre - » ae 
et inférieure fixes dans le cercle C,. En effet, x. étant holomorphe 
2 


Je dis que, dans ces conditions, 


| admet des bornes supérieure 


et sans zeros, nous pouvons poser pour un instant 


\ 
\, 


= ef" 


J (2) étant une fonction holomorphe. La dérivée f'(æ) a, par hypo- 


(1) Au lieu de un. nous pourrions prendre n'importe quel nombre positif fixe. 
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thèse, son module inférieur ou égal à wn en tout point du cercle Cy. 
Soient alors x, et æ, deux points quelconques intérieurs à ce cercle: 
on peut les joindre par un segment de droite de longueur inférieure 
à 27%, et l'on a donc, en intégrant, 


Jr) = fle.) TA 


ei) = ft, re ers. 


Or, w étant un nombre complexe, on a l'inégalité 


ew: < ell 
d’où l’on déduit ici 
| el; —/ (2, < e's, 
eS \%,) 
Ed ers, 


ess SES 


Appliquons cette dernière inégalité en prenant pour +, un point + 


: . IX 1 
quelconque du cercle C,, et pour x, le point de ce cercle où | Se 


Il vient 
| As (æ) J er", 
IX (x) 2. 

On démontrerait de même l’inégalité 
| Ni(r) Shea 
| N(x) } 


Ainsi, z admet des bornes supérieure et inférieure fixes dans le 
cercle Cy. 


hn allt 5 : \ 
La famille des fonctions ra est donc normale, et l’on peut, de la 


suite de systèmes considérée, extraire une suite infinie pour laquelle < 


« converge » dans le cercle C,. On se ramène à l'une des hypothèses 2° 
et 3°, et le théorème est établi. 


Il. L'hypothèse précédente étant eæclue, on peut appliquer le théo- 
rème IT bis (§ 13) à Pidentité 
> be =f == 0 
Ry) oR pos ae 
Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — Ocrosre 1928. 38 
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X, 
En elfet, chacune des fonctions — et à — est supérieure en module à x 


Xe 
en un point du cercle C,; quant au aa A du Chapitre I, c "est 
À; 
a, a 
ici la dérivée logarithmique ©” = ÿ5 07 elle est supérieure en module 
< 


à un, donc à un nombre fixe, en un point au moins du cercle C,. 
Par conséquent, on peut Fe de la famille une suite infinie de 


x Xe 
systèmes, pour laquelle = et = « convergent » dans le cercle Cy, et 


le théorème est Pen tar 


Remarque. — Ce théorème, relatif à des fonctions de x définies 
dans le cercle-unité, reste vrai si le domaine de variation de x est quel- 
conque, en vertu du théorème classique : St une famille de fonctions 
holomorphes est normale en chaque point (') d'un domaine, elle est nor- 
male dans tout le domaine. 

Nous n'avons pas eu besoin, jusqu'ici, des théorèmes LV, IV dus et 
IV ter. Ils vont intervenir dans le cas p = 4 et dans le cas général. 


II. — Cas de quatre fonctions. 


30. Introduisons d’abord, avec A. Bloch ([A], p. 318), quelques 
conventions de langage et d'écriture. Désignons le wronshkien de 


n fonctions X,,X., ...,X, de la variable w, c'est-à-dire le détermi- 
nant 
X, X3 bie veel 
“peal Ss dX, 
dx died. 2 ET 
eve eee Sn a ? 
UNI IENG AN 
dat) apn last 
par la notation |X,X,...X, |. 


(') On dit qu'une famille de fonctions est normale en un point P,sil existe un 
cercle de centre P dans lequel elle est normale. 
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Observons que 
Fy | U: U, 


U 


est la dérivée logarithmique de =. Appliquons cette remarque à 


ph as eh it 


et servons-nous de l’identité (') 


Ui U lade Ng Nj ec TU 0 D 


des polvnomes a n? variables indépendantes X,, Xo, ..., Xn. Xi, ..., X,, 
XY), ..., XO". Nous allons montrer que tout système de n? nombres qui satisfait 
à l'équation 


(1) Pour l'établir. regardons pour un instant |U,U,! et | XiX2X:...X,! comme 


NPA. . Na [= 0 
satisfait aussi à l'équation 
| U; Us| = 0: 


comme les premiers membres de ces deux équations sont linéaires en X,!=!, il en 


résultera que le polynome | U, U, | est divisible par le polynome | X3X,...X, ; en 
évalant les coefficients de X§’—". on trouvera l'identité cherchée. 


Or, soit un système de n? nombres a/ satisfaisant à la relation 
a! as PRET 
aE eee 0 
= 0. 
LS ah he, ON Sere UD 


nous allons faire voir que si, dans le polynome | U,U2!, on remplace les lettres xe 
respectivement par les nombres al, on trouve zéro. Eneffet, les n fonctions de x 


L ti I GA : 
X;= a9 +atx— -a?x?—... Fa a" (b= 1,22... 7) 
! U DC Fang res ; 


sont liées par une relation linéaire homogène 

2 Xi + da No +. Sd n X n = 0, 
à coefficients constants non tous nuls. Si a; et a sont nuls. les fonctions X3, X;, ..., 
X, sont liées par une relation linéaire homogène; les wronskiens U, et U: sont done 


identiquement nuls, ct l'on a | U,U.| =o. Si a, et a, ne sont pas nuls tous deux, 
les n —1 fonctions 2 Xi + 4X, Xs, .... Xn sont liées par une relation linéaire homo- 


20 
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Nous voyons que la fraction 


eats bee 
IX, X, x, Xh!l.|Xs A: 


que nous appellerons fraction dérivée à n termes formée avec les 


n fonctions X,, X:, ..., X,, est la dérivée logarithmique de 
FX, Kika Xe 
X,X;X, tee Xn É 


Avec n fonctions on peut former n(n—1) fractions dérivées à 
n termes, deux à deux opposées. 
Nous désignerons sous 2e nom de fraction dérivée à Per termes, 


une expression telle que Es 


Il est clair que les (Ron dérivées, ainsi que les expressions de 


la forme el, ne changent pas si l’on multiplie toutes les 
2° 


fonctions par une même fonction de æ. 


31. Cela posé, énonçons le critère de famille complexe normale que 
nous démontrerons ensuite : 


Tuéorème VI. — Étant donnée, dans le cercle-unité, une famille 
infinie de systèmes de quatre fonctions holomorphes, sans séros, vérifiant 
l'identité 

X, + X,+ X, +X, =o, 


on peut en extraire une suite infinie de systèmes, pour laquelle se trouve 
réalisée l’une des circonstances suivantes : 


a. Les indices 1,2, 3, 4 se partagent en deux catégories, jouissant des 
propriétés suivantes : 1° le quotient de deux fonctions quelconques de 


gène, et l'on a donc 


_ 


a,U,;+ a,U,= 0, 


:U; U, | =o. 


d’où encore 


Il suffit de faire x — 0 dans cette dernière identité pour établir la proposition 
annoncée. 
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Première catégorie « converge »; 2° le quotient d'une fonction quel- 
conque de seconde catégorie par une fonction quelconque de première 
catégorie converge vers séro ('); 3° comme conséquence de la pro- 
priété 2°, le quotient de la somme des fonctions de première catégorie par 
l’une quelconque d’entre elles converge vers zéro. Ajoutons qu’il existe 
au moins deux indices de première catégorie, et qu’il peut n’exister 
aucun indice de seconde catégorie. 

b. Les indices se partagent en deux groupes de deux indices chacun, 


NT eee 
soient i,j et k, l. Les quotients x, €! 3 convergent vers — 1. 
, Aj L 


Pour plus de clarté, examinons les différents cas prévus Pi a. Si 


tous les indices sont de première catégorie, tous les Te = «con- 


vergent », À et % prenant toutes les valeurs 1, 2, 3, 4. S'il existe un 
ner: à . x, x, 
seul indice de seconde catégorie, 4 par exemple, x.’ x, et. = « con- 
3 X; 


Xe * convergent vers Zéro, et toc as He 
HART fe “te 


vers zéro. EST s’il existe deux indices de seconde catégorie, 3 et 4 


vergent » converge 


À} ; 

x, convergent vers zero. 
On montrerait, comme au paragraphe 27, qu'il suffit d’établir ces 

propriétés de convergence pour l’intérieur d’un cercleC,(|a| <r) <1). 


Soit alors C, un cercle |z|<r,(ro << ri <1). 


NX, = Xs 
par exemple, = converge vers — 1, et et 
A] 1 


32. Commençons par envisager deux hypothèses particulières. 


1° Supposons qu'on puisse extratre de la famille une suite de systèmes 
pour laquelle = converge vers séro dans le cercle C,, en désignant par 7, 
asa : 


j, &, L les quatre indices 1, 2, 3, 4 rangés dans un certain ordre. 
Considérons l'identité 


A) tels 
Bass Rr heared 


= f M ï à Ed 
la fonction (: + ©) ne s’annule pas dans le cercke €,, au moins a 
247 


en ————_———————— ———————— 


(+) Ce sont les propriétés 1° et 2° qui servent précisément de définition aux catégories. 
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partir d’un certain rang. On est ainsi ramené au cas de trois fonctions 
holomorphes, sans zéros, à savoir 


X 
Vie? + …. 
, X; 
Xe \ 

; Xe 
ee 


On peut donc extraire, de la suite considérée, une nouvelle suite 
de systèmes, pour laquelle se trouve réalisée, dans le cercle C,, l’une 
des circonstances prévues au paragraphe 27. Examinons-les. 


g bp , : Y, Y; Y 
Si Y,, Y., Y; sont de première catégorie, Y,’ Y, et > « convergent » 


Kj Au Ae X,; X, 
. y — à 3 — r- 
dans le cercle C,; donc X,’ X,’ x, “convergent », et À x, X,’ x, conve 
, Xi+ Xj+ Xk 
gent vers zéro dans ce cercle ; en outre ——-~~— converge vers zéro. 
2 


C’est bien là un des cas de convergence prévus au théorème VI. 


7 


‘Xi Xj : 
Si Y,est de aaanse catégorie, \ et X convergent vers zéro, et 


X, X; 
a fortiori ~ Let x —; en outre, x, converge vers —1. C’est la un des cas 
prévus au radenaine VI. ; 
Si enfin Y, ou Y, est de seconde catégorie, Y; par exemple, alors 
ER? a Xj : 
x, et X, convergent vers zero, x, converge vers I: cest encore un 
des cas prévus au théorème VI. 


En définitive, le théorème VI se trouve établi pour le cercle C,, dans 
l'hypothèse 1°. 


° Supposons qu'on puisse extraire une suite de systèmes pour laquelle 


Al . . ® i 
x converge » vers une limite différente de —1 dans le cercle C,. 


Conservons les notations précédentes. La fonction limite de Y,, qui 
n'est pas identiquement nulle par hypothèse, a un nombre fini de 
zeros dans le cercle C,. Isolons-les à l’aide de petites circonférences I, 
et soit D le domaine intérieur au cercle C, et extérieur à ces cir- 


RATER 


SUR LES SYSTÈMES DE FONCTIONS HOLOMORPHES, ETC. 303 


conférences. A partir d’un certain rang ('), la fonction Y, ne s’annule 
pas dans D. Nous pouvons donc appliquer aux trois fonctions vod 
Y;, définies dans le domaine D, le critère de convergence établi plus 
haut. Un raisonnement, semblable à celui qui vient d’être fait dans 
l'hypothèse 1°, montre que l’on peut réaliser, pour les fonctions X,, X,,. 
X,, X,, un des cas de convergence prévus au théorème VI; la conver- 
gence a lieu dans le domaine D, mais, comme on a affaire à des fonc- 
tions holomorphes qui convergent vers des fonctions holomorphes, 
elle a lieu également à l’intérieur des circonférences I;. II y a donc 
convergence dans tout le cercle C,, et le théorème VI est établi 
pour le cercle C,, dans l'hypothèse 2°. 


33. Nous pouvons désormais, pour établir le théorème dans sa 
généralité, exclure l'hypothèse 1°. Il existe alors un nombre positif 
fixe a, jouissant de la propriété suivante : tout quotient x_ est supé- 

. . . . 
rieur en module aa en un point du cercle C,, et inférieur en module 
vi : A Q 4 : 
à - en un point du même cercle. Plusieurs hypothèses, qui s’excluent 


mutuellement, sont alors posssibles : 


Hypotnise 1. — Supposons qu'on puisse extraire de la famille une 
suite infinie de systèmes, pour laquelle deux fractions dérivées à deux 
termes restent inférieures ou égales à un en. module en tout point du 


cercle C,. 


: : X,X, | : à LL 
Soit par exemple —y~ l’une de ces deux fractions dérivées; on 
Ke 


peut extraire de la famille une suite pour laquelle Ÿ 


* «converge » dans 
pe ES a 
le cercle C, (cf. § 29, D). Si la limite de ¥* est différente de — 1, on se 


trouve ramené à l’hypothése 2° du paragraphe précédent, et le théo- 
rème VI est établi pour le cercle C,. 


Dans le cas où x convergerait vers — 1, envisageons l’autre frac- 


(1) Nous invoquons ici le théorème suivant : St une suite de fonctions holo- 
morphes fh(.r) converge vers une fonction holomorphe f(x) non identiquement 


nulle, les séros de f(x) sont les limites des séros de Jn( x). 


20% 
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tion dérivée de module inférieur ou égal à un dans le cercle C,, 


XN; 
soit ee Le théoreme VI est établi, à moins encore que y ne con- 
X; 


verge vers — 1. 
Si ¢ ou j est égal à 1 ou 2, soit par exemple <=1, / —5, on voit 


X; : 
que, y- ‘ convergeant vers — 1, v converge vers 1, et l’on est ramené à 
1 ? 
l'hypothèse 2°. 
Xs 
Sinon, onar=3, j= i ety converge vers — I : on est alors dans 


le cas 6 du théorème VI, qui se trouve donc établi pour le cercle Cy, 
dans l'hypothèse I. 

Excluons maintenant cette hypothèse. Nous pouvons alors extraire, 
de la famille, une suite infinie S de systèmes, jouissant de la propriété 
suivante : chacune des six fractions dérivées à deux termes, sauf 


AS 
re par exemple, est supérieure a un en module en 
un point au moins du cercle C,, et cela quel que soit le systéme de la 
suite S. 


Soit r, un nombre positif fixe, compris entre 7, et un, et désignons 


1X; si 
par SU. l'une quelconque des cing fractions dérivées autres 


une peut- être, 


Ee 
que - Se x. - Le théorème LV (') permet d'écrire, pour tout nombre r 
compris entre r’, et un, l'inégalité (2) 
ees ae X,X; ; , X;X;| 
(25) mG xt) <K+ Km (r. <<) 


ee 4 à près, pour les points y du cercle C,. Par « quasi par- 
tout, à © près », nous entendons : « pour tout point du cercle C,, sauf 
peut-être pour ae points qu'on peut enfermer à l’intérieur de circon- 
ferences dont la somme des rayons est égale à 2 ». Le nombre positif À 
sera fixé plus loin (§ 36). 

On aa fortiori l'inégalité 


4 X;X; : X;X;| 
38’) * nied Ae ie , Sng Males techs tal dE 1 à 
( m = Rx, )< h Km (r XX, ) 


(1) Chapitre IT, § 22. 

: Re à : 

(2) On peut. sans inconvénient, supposer que le même nombre K est valable pour 
4 CA 


les cing fractions dérivées 22122. 


XX; 
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34. Faisons alors l'hypothèse suivante : 


Hypotutse Il. — r, désignant un nombre positif fixe compris entre r, 
et un, on peut extraire, de la suite S définie au paragraphe précédent, 
une suite infinie S', jouissañt de la propriété suivante : chacune des trois 

X, | XX. Xs | X, XX, X; | X3 
quast partout, a y près, inférieure ou égale à un en module dans le 


cercle U,(|æ|<r). 


fractions dérivées est 


Le nombre positif y sera fixé dans un instant. 

Considérons alors en particulier un système, d’ailleurs quelconque, 
de la suite S’, et raisonnons sur ce système de fonctions. En vertu de 
l'hypothèse, les points du cercle C, où l'une quelconque des trois 
fractions dérivées est supérieure à un en module, peuvent être 
enfermés à l’intérieur de circonférences [;, en nombre fini, dont la 
somme des rayons est égale à 3y. Traçons, relativement à chaque cir- 
conférence l';, les deux circonférences, ayant pour centre l’origine, 
qui sont tangentes à I;, et excluons du cercle-unité la couronne 
qu’elles comprennent. L'ensemble des régions ainsi exclues est cons- 
titué par des couronnes en nombre fini, centrées à l’origine, et dont la 
somme des épaisseurs (') est au plus égale à 6y. Il suffit d’avoir pris 


pour qu'il existe des régions non exclues, comprises entre les deux 
circonférences de rayons r, et r,, ayant pour centre l’origine; ces 
régions sont constituées par des couronnes £,, Z,, ..., Ln, Cobse à 
l’origine, dont la somme des épaisseurs est au moins égale à es En 
tout point de ces couronnes, les trois fractions dérivées ont leurs 
modules inférieurs à un. 


‘ Xx Xs | 
Je dis que le module du quotient des valeurs de | 1X, Xf en deux 


points quelconques a, et x, d’une de ces couronnes , admet des 


(1) Nous désignons sous le nom de couronne la région comprise entre deux circon- 
férences concentriques, et nous appelons épaisseur de la couronne la différence des 
rayons de ces deux circonférences. 

Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — Ocrosre 1928. 39 
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. 


bornes supérieure et inférieure fixes. En effet, posons pour un instant 


[Xeon 
Ib Etes 


La dérivée logarithmique (') de o(x) est inférieure ou égale à un en 
module en tout point de la couronne considérée £; Or, on peut 
joindre les points +, et x, par une courbe, ne sortant pas de E;, dont 
la longueur est inférieure ou égale à un nombre fixe A, qu'on peut 
prendre égal à rr,+r, — r, par exemple. Intégrons de 2, à x, le long 
de cette courbe, en choisissant arbitrairement la détermination de 


logg(z,), et en suivant par continuité la détermination de logo(x). 
Il vient 
|logo(x,) — logg(a.) <A. 


Il existe donc une détermination de lo og? . pour laquelle on a. 


fe 


Or, uv étant une quantité complexe, 


— |logu|<log'u|<:logu:. 
On a done ici 
g(r) 
Q(x) 
(eee oan li 


— A<log 


Il estainsi démontré que le module du quotient des valeurs de Ber a | 
Re LE 


en deux points quelconques de la couronne ¥; admet des bornes supé- 


; Es X,X, | 
rieure et inférieure fixes. Si donc la fonction - e “XX a son module 


supérieur ou égal à un en un point de is elle est bornée inférieure- 
ment en module par un nombre fixe, ec‘, en tout point de Z;; sinon, 
elle est bornée supérieurement. 


(') Rappelons que la fraction 
XX sil 
1X, Xi ; 


lo est, au signe près, égale à la dérivée 
RRRETTAPR ’ SERRES EES : 


logarithmigue de 
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De même, étant donnée l’une quelconque des couronnes &,, Xo, ..., 
| X, X; | SX 
EX TER, 
soit supérieurement, soit inférieurement, en tous les points de cette 
couronne. 


x,, chacune des fonctions est bornée en module, 


39. Nenvisageons désormais que les valeurs r des rayons des circon- 
férences centrées à l’origine et intérieures à l’une quelconque des cou- 
ronnes X,, ..., Ÿ,. Nous allons montrer que l’on a, pour chacune de 
ces valeurs de 7, 


K désignant une constante positive fixe, c’est-à-dire valable pour tous 
les systèmes de la suite S’ définie au paragraphe précédent ('). Nous 
avons déjà, il est vrai, introduit au paragraphe 33 une constante K; 
mais il n’y a aucun inconvénient à écrire encore la mème lettre, car, 
étant données plusieurs constantes positives K,, K,, ..:, K,, nous 
pourrons toujours, dans les inégalités envisagées, les remplacer par 
une seule, la plus grande d’entre elles, et l'appeler K. Cette notation 
sera très commode. _ 

Pour établir l'inégalité (29), supposons par exemple que, pour la 


et é Nsom ‘ : 
valeur de r considérée, la fonction + ait son module borné supé- 
i fie acl 
ricurement sur la circonférence x} =r; le cas où le module serait 


borné inférieurement se traiterait de même. Écrivons l'identité 


NX, À X, | i XX | 


Ni, ee ve E 


> 


Ka 
XEN 


et prenons la valeur moyenne, sur la circonférence |2| =r, des log 


: 3 2 IX, Ni eo 
des deux membres; il vient, puisque le module de cata est infé- 
1 7 


(1) Mais les valeurs de r pour lesquelles l'inégalité (2g) est valable dépendent du 


système considéré. 
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rieur à un nombre fixe, 
X, XX re 
mr x. x) <K + mr yh) + fr TXT 4 


Or, d’après l’inégalité (28), on a 
os P.O. 
mr. ao ei x. )<Kk+kmr it 
: NEA x 
mr. w)< h + mr. ca a J+ Rm (7. NN 


: : Xx, ar s : 
Mais, puisque ,* a son module supérieur à & en un point du cercle C, 
dr. 


S33), ona 
(§ 33), Sy nha 
m(n =) < V+ mr) 


et l'inégalité (29) est démontrée. 


d’où 


X, 
On a des inégalités analogues relativement aux fonctions x et à 
et à leurs inverses. 
Soit alors ç un nombre positif quelconque inférieur à un; désignons 


Se x x 
par m(c) la plus grande des six quantités m{(¢, pale, )e 


\ Ny XG \, ’ ; » og 
ms, \ D (2. \ ) m (¢ fry. ) el m(e ae D'après ce qui précède, 
k 3 1 1 / 
l'inégalité 


LEA Niki X, À; 
m(r)<KkK +Km Cr. LA PA EM )+ Kan (r. - = ais} + hm G — ae) 
est vérifiée pour des valeurs de r qui remplissent des cogil ET en nombre 


— 1, 
Jini, dont la somme des longueurs est au moins égale à - rt 


I suffit, maintenant, de reprendre la méthode de démonstration du 
Chapitre |, pour conclure que m(r,) admet (') une borne supérieure 
valable pour tous les systèmes de la suite S’. On traitera, en effet, 
l'inégalité précédente comme on a traité l'inégalité (12) du para- 
une 10, et l'on arrivera à une inégalité de la forme (16). Puis, en 
désignant par R un nombre positif quelconque inférieur à 7,, on 
reprendra le raisonnement du paragraphe 11, à condition toutétors de 


(') ry est le rayon du cercle C,. défini au paragraphe 31. 
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remplacer la considération de l'intervalle 1 — R, par celle d’inter- 


l'a Ty 


valles dont la somme est au moins égale à - On trouve finale- 


ment que m(R) est inférieur au plus grand des deux nombres M et 
, 

4 
Ts Te 
systèmes de la suite S’. En particulier, z2(r,) < m(R) est borné. 

COURT D. 
On peut donc extraire, de la suite S’, une nouvelle suite pour 


hlog » M et 2 étant deux nombres positifs, valables pour tous les 


NES ne 
laquelle X. x. et j' « convergent » dans le cercle C, de rayon r,. 


Comme ces quotients ne peuvent converger tous les trois vers —1, 
on est ramené à l'hypothèse 2° du paragraphe 32, et le théorème VI 
est démontré pour le cercle C,. 


Ill. Excluons enfin l'hypothèse II. 


Nous pouvons alors extraire, de la suite S définie au paragraphe 5%, 
une suite infinie de systèmes jouissant de la propriété suivante : les 
points du cercle C,, de rayon r,, où Re HE par exemple, est 

PART es ea ee 
supérieur à un en module, ne peuvent pas être enfermés à l’intérieur 
de circonférences dont la somme des rayons soit égale à +. 
Nous allons, dans ces conditions, trouver une limitation de 
m Fe se 


? 


lorsque r est supérieur à un nombre fixe 7, compris entre r, et un. 


36. On a en effet l’identité (') 


: yA aS ee OG AE 
(39) D PEO A D NA ? 
d’où 
“4 
(Si) m (rst) 
ar xX 


Cyr ef Al p.32. 
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Mais le théorème IV bcs permet d’écrire 


(32) )< K + KT (r. 


x i XXE ITA X, | 
‘ ( X; |X, XaX; | 


pour tout point a du cercle C,. 
Or Videntité (30) peut prendre la forme 


Dict Ne I D LEE 
DE CS BH de 


d'où [cf. l'inégalité (19), Chap. I, $ 20] 


: Xs iX 1X2Xs| : 


oe \ ef, NACRE 4 XA 
© 4 Ren yy )+ mG x7 


! 
\ i 


D'autre part, d’après (28) et (28), ona 
oF X X; à dj X, X; ; X, Xs | 
(34) mr. XX: its r(r TX, Xe) xy) < kt Rin(s, x ), 
quasi partout, à 2 près, pour les points y du cercle C,, et 


Si WOMENS NY ys" ie BRS \< à Pinyin FREE ) 
(35) m G TNT < r(r. 7X,x,1) K + Ky G EN tas 


quasi partout, a¢ près, pour les points 3 du cercle C,. 
ee ee x - ogee AT ae 
Il suffit de choisir 5 assez petit, par exemple ¢= —; pour qu'il 
existe certainement des points communs aux points y et aux points = 
pour lesquels les inégalités (34) et (35) sont valables. Soit x = y = z 


un de ces points communs. La comparaison des inégalités (31), (32), 
(33), (34) et (35) donne enfin 


' eye, Cities AAG 
(3 : 1 4 =. «ME et PER 
(36) mr. NAN J<h + nm Sx) 
j NEC : NG 
+h m | = ae )+ Km (r. BRUN 
{ 1AN3 sg !, 


Appliquons alors la méthode du Chapitre I à l'identité 


X, oy à: B 4 4 
Xoo pee ta tt À 


4 


SUR LES SYSTÈMES DE FONCTIONS HOLOMORPHES, ETC. “Hit 


il suftit de poser 


et de partir de l'inégalité (10). On a ici 


ie TE 


nnd ire 


et l'inégalité (36) donne une borne supérieure de mir, x) à l’aide de 
EE tele: 


quantités de la forme /7(r, P), P désignant un polynome en , NE 
1 D u 
ie ae | 2 : : j 2 
fp’ p et p> A partir de ce moment, le raisonnement fait au Cha- 
1 2 3 


pitre I se répète identique. 

On peut donc extraire, de la suite considérée, une suite pour 
ace ep 
yy? 


set. « convergent » dans le cercle-unité, et a fortiort 


laquelle wie ety 


7 . : \; 
dans le cercle C, ; tous les rapports mutuels cl « convergent » alors, 
iv 
et le théorème VI est enfin démontré pour le cercle C,. 
D'après la remarque déjà faite, il se trouve établi également pour le 


cercle-unité tout entier. 


37. De mème que le critère relatif au cas p = 3, le théorème VI reste 
vrai si le domaine de variation de x est quelconque. Mais le raisonne- 
ment du paragraphe 29 (Remarque) n'est plus valable ici; en effet, 
nous ne sommes pas sûrs a priori de la proposition suivante : « Si le 
théorème VI est vrai pour tous les points d’un domaine, c'est-à-dire si 
tout point du domaine est centre d’un cercle pour lequel le théorème 
est vrai, il reste vrai pour l’ensemble du domaine. » Cela tient à ce 
que le théorème VI ne permet pas d'affirmer que la famille des fonc- 


: X : 
tions ,*» par exemple, soit normale. 
Aesth 


Il faut donc avoir recours à une autre méthode. Indiquons qu'il 
suffit de ramener le cas d’un domaine quelconque D au eas du cercle. 
en effectuant la représentation conforme, sur un cercle, du domaine 
de recouvrement simplement connexe (leberlagerungsflache) dn 
domaine D. 
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Sans nous attarder davantage au cas p — 4, qui sera étudié en détail 
au Chapitre De traitons tout de suite le cas où pest quelconques 


III. — Cas général. 


38. TuéorëmE VII. — Étant donnée, dans le cercle-unité, une famille 
infinie de systèmes de p fonctions holomorphes, sans séros, vérifiant 
l'identité 

X,+X,+...+X,=0, 
on peut en extraire une suite infinie de systèmes, pour laquelle se trouve 
réalisée l'une des circonstances suivantes : 


a. Les indices 1,2, ...; pse partagent en deux catégorres, jouissant 
des propriétés suivantes : 1° le quotient de deux fonctions quelconques de 
première catégorie « converge »; 2° le quotient d'une fonction quel- 
conque de seconde catégorie par une fonction quelconque de première 
catégorie converge vers zéro; 3° comme conséquence de la propriété 2°, 
le quotient de la somme des fonctions de première catégorie par l’une 
quelconque d’entre elles converge vers zéro. Ajoutons qu'il existe au 
moins deux indices de première catégorie, et qu'il peut n'exister aucun 
indice de seconde catégorie. 

b. Il existe deux groupes d'indices, chaque groupe comprenant au 
moins deux indices; mais il peut exister des indices n'appartenant à 
aucun de ces deux groupes, lorsque p > 4. Dans chaque groupe, on dis- 
tingue encore entre les indices de première catégorie, en nombre au 
moins égal à deux, et les indices de seconde catégorie, qui peuvent d’ail- 
leurs ne pas exister; et l'on peut énoncer, pour les fonctions d’un méme 
groupe, les mêmes propriétés de convergence 1°, 2° et 3° que dans le 
cas a, avec celte différence que la propriété 3° est cette fois indépendante 
des autres. 


Le cas a est en somme le cas où il existe un groupe unique compre- 
nant tous les indices. 

Si l’on applique le théorème VII au cas p = 4, on retrouve le théo- 
reme VI, qui apparait ainsi comme un cas particulier d’un théorème 
plus général. 
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39. Comme le théorème VI, et pour la même raison, le théo- 
rème VIT reste vrai si le domaine de variation de x est quelconque. 

Indiquons alors rapidement la marche à suivre pour démontrer le 
théorème VII. On suppose qu'il a été établi pour p—1, lorsque le 
domaine de variation de x est quelconque, et l’on montre qu'il est 
vrai pour p, lorsque le domaine de variation de x est le cercle-unité. 

Les fonctions envisagées étant supposées définies dans le cercle- 
unité, il suffit, comme dans les cas p=3et p=4, d'établir les pro- 
priétés de convergence pour l’intérieur d’un cercle C,, de rayon ry, 
ayant pour centre l’origine. Soit C, un cercle concentrique et de 
rayon r, compris entre r, et un. Envisageons d’abord deux hypothèses 
particulières : 


Hypothèse A. -— On peut extraire de la famille une suite de systèmes 
: X; ; : ; . 
pour laquelle ” converge vers zéro dans le cercle C,, ¢ et j désignant 
ri 


deux des indices 1, 2, ..., p. 


Hypothése B. — On peut extraire de la famille une suite pour 
Xi er FE 
laquelle | « converge » vers une limite différente de — 1 dans le 
Né 


cercle C,. 

Dans l’une et l’autre hypothèses, on montre, en raisonnant comme 
au paragraphe 32, que le théorème VII se trouve établi pour le 
cercle C,, comme conséquence du théorème VII relatif à p — 1 fonc- 
tions définies dans un domaine quelconque. 


40. On exclut désormais l'hypothèse A; plusieurs hypothèses, qui 
s’excluent mutuellement, sont alors possibles. 


Hypothèse I. — On peut extraire de la famille une suite infinie de 
systèmes, pour laquelle deux fractions dérivées à deux termes restent 
inférieures ou égales à un en module en tout point du cercle C.. 

En raisonnant comme dans le cas p = 4, on voit que le théorème VII 
est établi pour le cercle C,, dans l'hypothèse I. 

On exclut ensuite l'hypothèse I, ce qui conduit à l'existence d'une 
suite infinie S, de systèmes, jouissant de la propriété suivante : cha- 
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cune des six fractions dérivées à deux termes, sauf une peut-être, 

IX, Xp! 
Xp Np 

cercle C,. 
On n’envisage désormais que la suite S,, et l'on fait relativement à 


cette suite l'hypothèse suivante : 


par exemple, est supérieure à un en module enun point du 


Hypothese 11. — r, étant un nombre compris entre 7, et un, on peut 
extraire de S, une suite infinie de systèmes, pour laquelle il existe un 
groupe de trois indices £, /, Æ, pris parmi 1, 2, ..., p — 1, tels que 
chacune des trois fractions dérivées à trois termes formées avec X,, \, 
et X, soit quasi partout, à y, près, inférieure ou égale à un en module 
dans le cercle C.(|a|<r.). Le nombre positif y, est ensuite conve- 
nablement choisi. 

On montre, comme dans le cas p= 4, que le théorème VII est 
établi pour le cercle C,, dans l'hypothèse II. 

On exclut ensuite l'hypothèse Il, ce qui conduit à l'existence d’une 
suite S,, extraite de la suiteS,, jouissant de la propriété suivante :7., 4, v 
désignant trois quelconques des indices 1, 2. ..., p, l’une au moins 
des trois fractions dérivées à trois termes formées avec X;,X, et X., 
soit Sr ee Tv + est supérieure à wn en module en des points du 
cercle C,, qu'on ne peut pas enfermer à l'intérieur de circonférences 
dont la somme des rayons soit égale à +.. 

On fait alors l'hypothèse suivante : 


Hypothèse HI. — r, étant un nombre compris entre r, et un, on peut | 
extraire de la suite S, une suite infinie de systèmes, pour laquelle il 
existe un groupe de quatre indices 7,/, /, /, pris parmi1,2,..., p—1, 
tel que chacune des fractions dérivées à quatres termes formées avec 
X;, X;, X, et X, soit quasi partout, à y: près, inférieure ou égale à un 
en module dans le cercle C., de rayon r,, ayant pour centre l’origine. 

3 . . . ote, ‘ à * - 
On ecrira cette fois des identités de la forme 


i tech eid en a Ni AP a Kah aka 


X " XX; Xe DO AY à Ni Xj; X54 : 


t |’ a trouver. relafiv : AiXj Xz th. ot1. 
et l’on pourra trouver, relativement à m (r, - XX Xe ) une inégalité 
i-\; . | € 


SUR LES SYSTÈMES DE FONCTIONS HOLOMORPHES, ETC. 315 
eRe 
encore à la validité du théorème VII pour le cercle C,. 

Le procédé est général : l'exclusion de l'hypothèse III conduit à 
l'existence d’une suite S, extraite de la suite S,, et l’on fait, relative- 
ment à S,, une hypothèse IV qui fait intervenir les fractions dérivées à 
cinq termes, etc. 

La dernière hypothèse, qui sera la (p — 2)*", sera relative à une 
suite S,_;, extraite des précédentes; elle sera formulée ainsi : r, , 
étant un nombre compris entre r,_; et un, on peut extraire de S,_, 
une suite de systèmes, pour laquelle chacune des fractions dérivées 
à p—1 termes formées avec X,, X,,..., X,, reste quasi partout, 
à Y»— près, inférieure ou égale à un en module dans le cercle C,_., de 
rayon 7, _», ayant pour centre l’origine. 

On exclut enfin cette hypothèse, ce qui conduit à l’existence d'une 
suite S,_,, extraite de S,_,, pour laquelle on peut trouver une limitation 

4 NENG aie aX \ 
dé mr, pes rues aay | 
en invoquant Ics théorèmes IV, IV dis et [Vter. Il reste alors à appli- 
quer la méthode du Chapitre | à l'identité 


analogue à l'inégalité (36), relative à m(r, ): On conclut 


), en procédant comme au paragraphe 36, et 


pour achever la démonstration. 
Nous pouvons donc considérer le théorème VII comme définiti- 


vement établi. 


41. Extension aux fonctions de plusieurs variables. — On sait que 
le critère de P. Montel s'étend facilement aux fonctions de plusieurs 
variables complexes ('). On peut penser que les théorèmes VI et VII 
sont susceptibles d’une pareille généralisation. En réalité, cela ne va 
pas sans de sérieuses difficultés ; je suis pourtant parvenu à démontrer 
que le théorème VI s'étend aux fonctions de n variables complexes x, 
Las -.., Ly, définies dans Vhypercylindre 

RES Le A TES, Tn <1. 


(1) [G. a}; voir aussi [E], p. 244. 
21 
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La demonstration, qui est assez longue, sera publiée dans un 
Mémoire ultérieur. 


CHAPITRE IV. 


UN CRITÈRE DE FAMILLE COMPLEXE NORMALE (suite). 


I. — La valeur du critère lorsque  — 4 et lorsque p> 4. 


42. Supposons p— 4, et examinons les diverses circonstances 


prévues au théorème VI. Dans le cas a, si toutes les fonctions sont de 
\ 3 
2 « convergent »; s’il y a une 
a 


‘ ee \ 
seule fonction de seconde catégorie, tous les rapports L* « convergent 
Aa 


première catégorie, tous les rapports 


au sens large ». 


Au contraire, si, dans le cas a, il existe deux fonctions de seconde 
catégorie, X, et X, par exemple, tous les rapports À cc nvergent au 
5 » AS A: Pp pie, s les rapp SSP rg 
\; 
sens large, sauf le rapport ¢ à '; ou, du moins, le théorème ne dit rien 
À: LL 
sur y Il est intéressant de nes un exemple d'une suite infinie de 
systèmes pour laquelle ©’ conver 1, Sets: ‘ergent vers 
sy SI | x, Converge vers — 1, | et | convergent vers 
: ni ENS 
zéro, la famille "n'étant pas normale. Placons-nous, à cet effet, dans 


le cercle-unité, at prenons 


\ — — ptet, 

PARENTS aa 
XQ—= enr = UE 
X= eter? 


n étant un entier positif qui augmente indéfiniment. La famille 3 
ne j 
n'est pas normale, car A CE tend vers zéro si la partie réelle de x: 
est négative, et vers + æ si elle est positive. 


Il reste enfin à examiner le cas 0. Supposons, par exemple, que = 


2 
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= 


X, : De 
et L convergent vers — 1; alors le théorème ne dit rien sur we Pre- 
A ant 


nons, en effet, 


LAS ent, 
N= ee (à rs enn), 
A= — I. 

X p= r+ ere", 


- X ; : . 
La famille | n'est pas normale. Il suffirait même de prendre 


D X,, Et A, = — X., la famille = n’étant pas normale. 
Par conséquent, les cas dans lesquels le théorème VI ne permet pas 


age . x: . 
d'affirmer que toutes les familles © soient normales peuvent se pré- 
du 
senter effectivement. Il ne faut donc pas espérer trouver, lorsque 
p=4, un critère de famille complexe normale plus complet que le 


théoréme VI. 


43. Lorsque p>4, au contraire, on peut garder l'espoir de com- 
pléter le théorème VIF. 

Convenons d’appeler « cas douteux » ceux des cas prévus dans 
l'énoncé de ce théorème, où il existe des indices n’appartenant à 
aucun groupe. Supposons d’abord p = 5 : il y a un cas douteux, celui 
où il existe deux groupes de deux indices chaeun, 1,2 et 3,4 par 


1 


X X; ; 
exemple. Alors x ot convergent vers — 1, et c'est tout ce que le 
2 4 


théoréme permet d’affirmer. Or, dans tous les exemples de cette cir- 
constance que j’ai su trouver, on pouvait, de la suite envisagée, 


lle pour laquelle l'un des rapports Set À 
extraire une suite nouvelle pour laq elu SUA Ne e 


convergeait vers zéro. Mais je ne suis point parvenu à démontrer 
qu'il en soit toujours ainsi ('). 


5 


(1) Pour tenter d’celaircir ce point, je me suis placé dans Phy pothese d'une suite 
Na 


o LS : 1 3 ; : - £ 
jouissant des propriétés suivantes : X el . > convergent vers —1, et il est impossible 
dE) 


i ; \s NX 
Wextraire de cette suite une suite nouvelle pour laquelle l’une des fonctions x. ety 
NE = 
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D'une façon générale, p étant quelconque, le théorème suivant s’est 
trouvé vérifié dans tous les exemples que j'ai pu construire : 


« La circonstance b du théorème VII est remplacée par la suivante : 
tous les indices se répartissent en plusieurs groupes, comprenant 
chacun deux indices au moins; les fonctions d’un même groupe jouis- 
sent des mêmes propriétés de convergence 1°, 2° et 3° que dans le 
cas a, et ces trois propriétés sont di pendantests 


Mais, comme je viens de le dire à propos du cas p = 5, je n’ai pas 
réussi a établir ce théoréme. 


44. Le théoréme VII garde néanmoins sa valeur dans des cas trés 


converge vers zéro. Je me permets d’indiquer ici, sans démonstration, quelques-unes 
des conséquences de cette hypothèse. 


Posons 
Site ake Es 
k =— Y,. i= Re 
X3 - Ne 
SS = vo ar a 2: — Le 
æ 2 I x, £5 
Ona 
EN Y 1 —— €e Yo =1 


el. par hypothèse, les fonctions <,; et €, qui sont holomorphes. convergent vers zéro. 
! L ’ ! ’ ’ 
Alors ¢, he £a a » 2 Net » & Y: convergent vers zéro; de même € Y 3 a 
ré RER Ye : AT, pu" 


y! N'a a 
: 4 4 ; ‘ q + : 
u(y ; u(y) » elc., quel que soit Ventier positif n; enfin, si » est assez grand, 
1 1 : 

I ! 
(a), (es) Yo, (es) Y,’ (EL Y, convergent également vers zéro. 

| 

En outre, supposons, pour fixer les idées, que les fonctions soient définies dans le 

cercle-unité, et construisons, pour chaque système de la suite, une fonction 9(2), 
holomorphe dans le cercle-unité, n'y prenant pas la valeur un, et y admettant les 
mêmes zéros que la fonction 2,, avec les mêmes ordres de multiplicité. On a alors la 
proposition suivante : « La suite des fonctions ?(æ) converge nécessairement 
vers zéro dans le cercle-unité ». 


à sie © à 2tK 
Par exemple, les zéros de &, ne peuvent pas ètre de la forme 


> maugmentant 


indéfiniment lorsqu’on se déplace dang la suite des systémes, car la fonction 
o(æ) = I—enx 
ne converge pas vers zéro. 


Ces considérations montrent pourquoi il est difficile de trouver un exemple réalisant 
l'hypothèse envisagée, 
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« 


généraux. Placons-nous dans le cercle-unité, pour fixer les idées, et 
supposons que chacune des fonctions X; de la famille prenne à l’origine 
une valeur fixe a;, et que la somme d’un nombre quelconque des quan- 
tités a; ne soit pas nulle. 

Appliquons le théorème VII. Il ne peut pas exister deux groupes 
d'indices ('); donc le cas a est seul possible. De plus, il n’existe pas de 


fonction de seconde catégorie, puisque tout quotient <” possède, à 
je Oe ; 
l’origine, une valeur fixe non nulle. Par suite, on peut extraire de la 


À; 
. eS by 


: pad X 
« convergent »; autrement dit, toutes les famulles <= sont normales, et 
7" 


famille une suite infinie de systèmes pour laquelle tous les rapports 


bornées dans tout domaine fermé intérieur (?). 

Le théorème VIT nous donne donc une certitude dans ce cas général; 
on pourrait se placer également dans d’autres hypothèses, de façon à 
exclure la possibilité des cas douteux. 

Faisons une dernière remarque : si, comme A. Bloch, nous avions 
systématiquement fixé les valeurs des fonctions à l’origine, nous 
n’aurions pas trouvé de cas douteux (*) lorsque p = 5; mais il s’en 

serait de nouveau présenté dès que p= 6. Il ne semble pas que 
A. Bloch ait soupçonné l’existence de ces cas douteux, et il énonce un 
théoréme (*) qui ne parait guère certain; ou, tout au moins, rien dans 
son Mémoire ne conduit à admettre son exactitude. 


II. — Quelques applications du critère. 


‘45. Pour fixer les idées, nous nous placerons désormais dans le 
cercle-unité. 


(:) Sinon, soient X,, X+,…, Xz les fonctions d’un mème groupe, Xj, par exemple, étant 


bi Patan > X,+ Xo+...—X, ; LS Sag eee 
de première catégorie. Le quotient devrait converger vers 3670; 01 
a 


il possède une valeur fixe, non nulle, à l'origine. 
(2) Cette proposition était virtuellement contenue dans le théorème VII du Mémoire 


de A. Bloch : [A], p. 343. 


(3) En effet, les fonctions — et r ne pourraient pas converger toutes deux vers —1, 
| 2 “ak 


car elles devraient prendre alors la valeur —1 à l’origine; c'est impossible, puisque 
X; n’est pas nul à l’origine. 
(*) [A], Théorème IX, p. 345. 
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Considérons une famille de systèmes de p — 2 fonctions F,, F,, ..., 
F,_», holomorphes, sans zéros, dont la somme ne prend pas la valeur un. 


Posons 
Aer, P te Beasts X paves F3: 


Xpn=si- Fy—.. i Fo Xp= 4; 


X,, X,, ..., X, sont des fonctions holomorphes, sans zéros, et leur 
somme est identiquement nulle. En leur appliquant le théorème VIT, 
on obtient un critère de famille complexe normale, relatif à la 
famille F,, ..., F,-». Nous ne l’énoncerons pas dans le cas général, a 
cause de sa complication; bornons-nous au cas p = 4. 


Cas d'une famille de systèmes de deux fonctions holomorphes, sans 
zéros, dont la somme ne prend pas la valeur un. 


Soient / et g ces deux fonctions; posons 
PES = 2: X;=1-f — 3. X,=—1, 


et appliquons le théoréme VI. Examinons successivement les diverses 
circonstances prévues dans |’ énoncé de ce théorème, en commençant 
par le cas b. 

Ce cas se subdivise en deux : 


1e x et À = convergent vers —1. Alors converge vers —1,et f+g2 


converge vers zéro. 


) A 1 — 
a X, ety convergent vers — 1. vee g converge vers r, et —-® 
4 


J 


X, 
converge vers zéro. Le cas où x. et à x convergent vers — 1 se déduit 
3 


de celui-là par permutation de / et ¢ 
Passons au cas a. Nous avons les possibilités suivantes : 


X), 
1° Tous les rapports x, «convergent ». Alors f et g « convergent ». 
Aw 


2° Il existe une fonction de Becone catégorie et une seule. Ce cas 
se subdivise en trois : 


Er 
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x. X, ou X, est de seconde catégorie. Si c'est X,, g « converge », et 
f converge vers zéro. Si c'est X., / « converge », et ¢ converge vers, 
zéro. 

B. X; est de seconde catégorie. Alors / et g « convergent ». 

y- X; est de seconde catégorie. Alors f et g convergent vers l'infini, 


et f « converge ». 
5 


3° Il existe deux fonctions de seconde catégorie. 


a. X, et X, sont de seconde catégorie. Alors / et ¢ convergent vers 
zero. 

8. X, et X; sont de seconde catégorie. Alors f converge vers Zéro, 
g converge vers 1. 

Le cas où X, et X, sont de seconde catégorie se déduit de celui-là 
par permutation de fet g. 


y. X, et X, sont de seconde catégorie. Alors g et = convergent vers 


l'infini. | ce 

Le cas où X, et X, sont de seconde catégorie se déduit de celui-là 
par permutation de / et g. 

6. X, et X, sont de seconde catégorie. Alors / et g convergent vers 


f 


Vinfini, et = converge vers —1. 
o 

46. Tous les cas ayant été examinés, nous pouvons énoncer le 
théorème suivant : 

TutorEme VI bis. — Étant donnée, dans le cercle-unité, une famille 
de systèmes de deux fonctions f(x) et g(x), holomorphes, sans 3éros, 
dont la somme ne prend pas la valeur un, on peul en extraire une suite 
infinie de systèmes, pour laquelle se trouve réalisée l’une des circons- 
tances suwantes : 


1° Chacune des fonctions f et g « converge » ou converge vers séro: 
2° fet g convergent vers l'infini, et! € converge D ; 
o 


3° get £ convergent vers l'infini, et la circonstance analogue, 


obtenue en permutant f et ¢; 
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* 


4° f + g converge vers zéro, et f converge vers — 1 ; 
5 
5° g converge vers 1, et =—— converge vers séro, et la circons- 


J 


tance analogue, obtenue en permutant £ et g. 


Dans les cas 3° et 5°, la famille des fonctions / peut ne pas être 
normale; dans le cas 4°, il se peut qu'aucune des familles / et g ne 
soit normale. Pour trouver des exemples de ces circonstances, il suffit 
de se reporter aux exemples donnés au paragraphe 42. Ainsi le cas 3° 
est réalisé pour les fonctions suivantes - 


f(æ)= ee", 


2(M)=eR ESRI a 
ë 


en conservant les notations du paragraphe 42. Voici un exemple du 
cas 4°: 


f(T) =— er, 
Ug(z)=e"(Gse"), 
et un exemple du cas 5° : 
f(z) See ares ent, 
o( ae) S14 er, 


Dans le cas 4", il suffit même de prendre pour /(2) une famille non 
normale de fonctions holomorphes sans zéros, et de prendre ensuite 
g(æ)= — f(x). Dans le cas 5°, on peut de même prendre pour /(æ) 
une famille non normale de fonctions holomorphes sans zéros, et 
prendre ensuite g(x)=1. 

Voyons ce que devient le théorème VI dis lorsqu'on suppose que 
les fonctions /(a) et g(æ) de la famille prennent respectivement des 
valeurs fixes a, et b, à l'origine (a, 0, b,<0,4a,+b,%< 1). Les cinq 
circonstances possibles se réduisent alors à trois, et l’on obtient le 


Tuéorème VI ter, — Étant donnée, dans le cercle-unité, une famille de 
systèmes de deux fonctions f(x) et g(x), holomorphes, sans zéros, dont 
la somme ne prend pas la valeur un, si l'on a 


TO TES oO = 0) (AAO, AO, ayt+-by) #1), 
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a et by étant deux nombres fixes, on peut extraire de la famille une 
suite infinie de systèmes, pour laquelle-se. trouve réalisée l'une des circons- 


-Lances suivantes : 


1° fet g « convergent »; 
2° f + g converge vers zéro, et i converge vers — 1, Ce qui exige 
5 


y + Ly= 0; 


D — 
3 gconverge vers 1, et ? ~ converge vers zéro, ce qui DD DRE 


ks 


et la circonstance analogue, obtenue en permutant / et FA as et by. 
Examinons maintenant deux cas particuliers du théorème VI bus. 


47. Considérons d’abord une suite infinie de systèmes de deux 
fonctions f(a) et g(x), holomorphes, sans zéros, dont la somme ne 
prend pas la valeur wn, et supposons que f(o) et g(0) tendent vers zéro. 

Je dis que f + g converge vers zéro (*). 

En effet, s’il n’en était pas ainsi, on pourrait, de la suite considérée, 
extraire une nouvelle suite S, possédant la propriété (P) suivante : 
|/ + g| est supérieur à un nombre fixe « en un point au moins d’un 
cercle de rayon fixe r, ayant pour centre l’origine. Appliquons le 
théorème VI dvs à la suite S : la circonstance 1° de ce théorème n’est 
pas possible; en effet, on ne peut pas extraire de S une suite pour 
laquelle f ou g « converge », puisque /(0) et g(o) tendent vers zéro; 
on ne peut pas non plus extraire une suite pour laquelle / et g con- 
vergent vers zéro, car alors f + g convergerait vers zéro pour cette 
suite, ce qui est en contradiction avec la propriété (P). Les circons- 
tances 2°, 3° et 5° ne sont pas possibles non plus, puisque /(o) et g(0) 
tendent vers zéro. Enfin la circonstance 4° est en contradiction avec la 
propriété (P). 

Le théorème VI bcs serait donc inexact pour la suite S; par consé- 
quent, l'hypothèse qui a conduit à l’existence de cette suite est inad- 
missible. COUP D. 


48. Considérons, en second lieu, une suite infinie de systèmes de 


(:) Rappelons que nous avons convenu, au paragraphe 26, de n'envisager que la 
convergence uniforme dans tout domaine fermé intérieur au domaine considéré. 


324 HENRI CARTAN. 


deux fonctions f ct g, holomorphes, sans zéros, dont la somme converge 
vers séro. Je dis qu’on peut en extraire une nouvelle suite, pour laquelle 
se trouve réalisée l’une des deux circonstances suivantes : 


1° fect g convergent vers 3éro; 


2° f converge vers — 1. 
Le] 


En effet, dans tout cercle de rayon r <1, ayant son centre à l’origine, 
la somme f+ g ne prend pas la valeur wn, au moins à partir d’un 
certain rang dans la suite, puisqu'elle converge vers zéro dans le 
cercle-unité. Appliquons donc le théorème VI dus. 

Dans le cas 1° de ce théorème, ou bien f « converge » vers une 
fonction F, et alors, comme f + g converge vers zéro, g « converge » 


L 


vers — F, donc £ « converge » vers — 1; ou bien f converge vers zéro, 
5 
et alors g converge vers zéro. Dans les cas 2° et 3°, g converge vers 


f 


l'infini, et, puisque g(t + 1) converge vers Zéro, — converge vers — 1. 
o 


Dans le cas 4", Î converge vers — 1. Enfin, dans le cas 5°, g converge 
Le] = 
vers 1; par suite / converge vers —1, et / converge vers — I. 


La proposition est donc démontrée ('). 
I} en résulte, en particulier, que sz | f(0)| est supérieur à un nombre 


fixe a, et st [ + g converge vers zéro, on est sûr que f converge vers — 1. 
En effet, de toute suite infinie extraite de la suite considérée, on 
peut extraire une suite pour laquelle 4 converge vers — 1; cela suffit 


pour conclure, en vertu d’un raisonnement classique, dont nous 
aurons à faire usage à diverses reprises. Exposons-le au moins une 


/ 


fois : si” ne convergeait pas vers — 1, on pourrait extraire une suite 


infinie Je, telle que 
St 


+ À 


aon 


soit supérieur à un nombre fixe « en un 


a a a RU CEE eS SR Ee ae wee Pee. ale lien ee! à 5 


(1) Au lieu d'invoquer le théorème VI bis. c'est-à-dire en somme le théorème VI, 
on peut donner de cetle proposition une démonstration directe. qui ne fasse pas 


appel aux théorèmes [V et IV Lis: elle ressemble beaucoup à la démonstration du 
critère relatif au cas p = 3 ($ 26-29). 
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point au moins d’un cercle fixe (|a|<r,<1). Or, de la suite de, on 


Se : . . a 
peut extraire une suite qui converge vers — 1. Il v a contradiction. 


A9. Je vais maintenant démontrer le théorème suivant : 


Considérons une suite infinie de systèmes de deux fonctions holo- 
morphes p et q, admettant respectivement les valeurs exceptionnelles (') 
fixes « et B, dont l’une au moins n'est pas nulle ; si le produit pq converge 
vers zéro, on peut extraire, de la suite considérée, une suite infinie pour 
laquelle l’une des fonctions p et q converge vers zéro. 


Dans le cas où « = o, on peut supposer 3 — 1, en multipliant q par 
une constante. Posons 


Î=P;  g=p(7 ai); 


J et g sont holomorphes, sans zéros, et leur somme converge vers 
zéro. D’après le paragraphe précédent, on peut extraire une suite 


pour laquelle lune des fonctions f et (1 + 4) converge vers zéro, ce 


qui démontre le théorème. 
Dans le cas où «8 ~ 0, on peut supposer a = fp = 1. Posons: 


X,—=p—1, X,— 4 —1, \;—(p—1)(g —1), X,=1— pq. 


Les fonctions X,, X, et X; sont holomorphes et ne s’annulent pas; 
en outre, dans tout cercle intérieur au cercle-unité, X, ne s’annule 
pas à partir d’un certain rang, püisque-X, converge vers un. Cela 
suffit pour qu’on puisse appliquer le théorème VI aux fonctions X,, 
X., X:, X,, dont la somme est identiquement nulle. L’examen de tous 
les cas prévus dans l’énoncé de ce théorème (?) montre que, dans 
l'hypothèse où pq converge vers zéro, on peut extraire, de la suite 
envisagée, une suite pour laquelle l’une des fonctions p et g converge 
vers zéro. 

Remarquons enfin que le théorème serait inexact si a et B étaient 


(*) On dit qu'une fonction admet la valeur exceptionnelle 2, si elle ne prend pas 


fa valeur a. 
(2 *) Cet examen. semblable a celui qui figure au persere ne 45. n’offre aucune difficulté, 


et j'ai jugé inntile de le reproduire ici. 
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nuls tous les deux. Il suffirait, pour le mettre en défaut, de prendre 


DCR 1 — ap à ; 
n étant un entier positif qui augmente indéfiniment. 

Indiquons, pour terminer ces applications, que si l’on a une famille 
de systèmes de deux fonctions holomorphes p et 7, admettant respec- 
tivement les valeurs exceptionnelles fixes « et 8, dont l’une au moins 
n’est pas nulle, et si le produit pg ne prend pas la valeur un, on peut 
énoncer un critere de famille complexe normale. 


III. — Généralisation des théorémes de Schottky et de Landau. 


50. Notre critère de famille complexe normale (théorèmes VI et VIT), 
et les théorèmes que nous venons d’en déduire, permettent de 
démontrer des propositions analogues au théorème de Schottky ou au 
théorème de Landau. Nous supposerons, pour simplifier, p = 4, et 
nous nous placerons dans le cas, envisagé aux paragraphes 45 et 46, 
de deux fonctions f(x) et g(a), holomorphes, sans zéros, dont la 
somme ne prend pas la valeur un. Écrivons leurs développements en 
. série de Taylor dans le cerele-unité : 


(A) =a, ET EE YE aga ane. 
( (ey = b+ br+...+b,27"4+... 


| (01520) (0532 0, 4j 0,521): 


Nous allons démontrer la proposition suivante : 


a, et b, étant fixés, si aucune des trois quantités a, + b,, ay — 1 et b, — 1 
west nulle, | f(x)| et | g(a)| admettent, dans tout cercle|x| <r<1, 
des bornes supérieure et inférieure qui ne dépendent que de r, a, et bs. 


Considérons en effet la famille (F) de tous les systèmes de deux 


fonctions /(æ) et g(a), satisfaisant aux conditions énoncées plus 
haut, et telles que 
J(ey=a;: 2(0) = 09. 


Reportons-nous au théorème VI ter; les cas 2° et 3° se trouvent exclus 
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ici. Donc, de toute suite infinie extraite de la famille (F), on peut 
extraire une nouvelle suite pour laquelle / et g « convergent ». 

Cela suffit pour démontrer la proposition annoncée, en vertu d’un 
raisonnement classique, semblable à celui qui est exposé à la fin du 
paragraphe 48. 

Puisque | /(x)| et|g(x)| admettent une borne supérieure M(r), qui 
ne dépend que der, a, et by, les inégalités fondamentales 


Fa (ares 
(hee te 


x 5 > I ; 
où l’on donne à r une valeur fixe, 5 par exemple, montrent que [a, | 


et |b,| admettent une borne supérieure qui ne dépend que de ay, by, et 
den. 

Dans les cas particuliers où l’une au moins des quantités a, + Be 
do— 1, et b,—1 est nulle, une étude pes est D an Par 
exemple, sta = — by (a, 1, 47 —1),|/+8 
dans tout cercle |a|<r<1, des bornes supérieures qui 4 dépendent 
que de a, et der. Si a,=1(b,41, b,4—1), pal = ‘| [fl et t= 

4 fo) 
admettent des bornes supérieures qui ne dépendent que de b, et der. 
La méthode de démonstration est toujours la même : on se ramène au 
théorème VI ter (*). 


<|adm ettent, 


51. Après ces généralisations du théorème de Schottky, passons au 
théorème de Landau. 

Soient, dans le cercle |a|< R, deux fonctions holomorphes /(x) 
et ¢(x), qui ne s’annulent pas et dont la somme ne prend pas la 


valeur un : | 
Fe) zat air -e: 


e(ry=bh+ ber... 
(Mm 0, FO, HE OIF?) 


(1) Des résultats de ce genre ont déjà été indiqués par A. Bloch : [A], p. 331, 
théorème III. Mais nous avons voulu ici les rattacher à notre critère de famille com- 


plexe normale. 
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Les fonctions /(Rx) et g(Ra) sont définies dans le cercle |x| <1, 
et nous pouvons leur appliquer les propositions du paragraphe préce- 


dent. Ona 
| f{(Rz) =a, + 4,Ra+.... 


| g(Rzr)=b, + LR +... 


Par conséquent, si «, et 6, sont fixés, de manière qu'aucune des trois 
quantités a, + b,, a, —1 et by) — 1 ne soit nulle, a,R et b,R admettent 
une borne supérieure qui ne dépend que de a, et b,; si a,, par 
exemple, a une valeur fixe non nulle, R admet une borne supérieure qui 
ne dépend que de ay, b, et a,. 

Les cas où l’une des trois quantités a, + 6), 43 —1, 6,—1 est 
nulle demandent à être examinés séparément. Par exemple, sv 
a,=—0d,(a, 1,4, —1), et st a; + b, west pas nul, R admet une 
borne supérieure qui ne dépend que de a, et a, + b,. En effet, (a, + 6,)R 
est borné en fonction de ay, puisque, dans tout cercle |æ| <<r<1, 
| f(Rx) + g(Rx)| est borné en fonction de a, et de r (cf. paragraphe 
précédent). 

Si ay=1(b, 41, 6, 4~—1),-K admet une borne supérieure qui ne 
dépend que de b, et a,. En effet, a,R est borné en fonction de b,, 
puisque, dans tout cercle [ri <r<1, | f(Ra)! est borné en fonction 
de b,etder. 

Indiquons enfin que, au lieu de faire intervenir a, et b, pour limi- 
ter R, on peut faire intervenir les coefficients a, et b,, de rang fixe 7. 

Dans tout ce qui précède, nous n'avons énoncé de résultats que 
dans les cas les plus simples, et souvent nous n'avons fait qu’esquisser 
les démonstrations; celles-ci se réduisent toujours, en fin de compte, 
à l'examen des cas prévus par le théorème VI ter. Les indications 
précédentes donnent au moins une idée du rôle joué, dans toutes ces 
questions, par notre critère de famille complexe normale. 


" PNEU 
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CHAPITRE V. 


LES IDENTITÉS DE BOREL ET LES QUESTIONS D’UNICITE , 
DANS LA THÉORIE DES FONCTIONS MEROMORPHES ('). 


52. Soit f(x) une fonction méromorphe dans tout le plan, ou seu- 
lement au voisinage d’un point singulier essentiel isolé, que nous 
supposerons à l'infini. Désignons par E(a)l’ensemble des points où la 
fonction /() prend la valeur a, et, en particulier, par E(æ) l’ensemble 
des pôles de la fonction. Dans tout ce qui suivra, on admettra, sauf 
indication contraire, que chaque point de l’ensemble E(a) est compté 
autant de fois qu'il y a d'unités dans l’ordre de multiplicité de la racine 
correspondante de l'équation f(x) = a, si a est fini, du pôle correspon- 
dant, st a est infint. 

Lorsque deux fonctions f(x) et g(a), méromorphes dans tout le 
plan, admettent le même ensemble E(a), nous dirons qu’elles prennent 
ensemble la valeur a, ou encore que g(x) prend la valeur a en même 
temps que f(a). Il en est ainsi, en particulier, lorsque chacune des 
deux fonctions admet a comme valeur exceptionnelle, c’est-à-dire ne 
prend pas la valeur a; dans ce cas, l'ensemble E(a) est vide. 

Nous dirons, de même, que deux fonctions, méromorphes au voisi- 
nage du point à l'infini, prennent ensemble la valeur a au voisinage de 
Vinfini, s’il existe un cercle de rayon assez grand, à l'extérieur duquel 
les ensembles E(a) relatifs à ces deux fonctions coincident. Nous con- 
viendrons également de dire qu’une fonction /(x), méromorphe au 
voisinage du point à l'infini, admet a comme valeur exceptionnelle, 
s’il existe un cercle à l'extérieur duquel / (x) ne prend pas la valeur a. 


(1) Certains des résultats de ce Chapitre ont été publiés dans deux Notes aux 
Comptes rendus de l'Acad. des Se. 1. 485, 1927, p. 1253, ett, 186, 1928, p. 624. 
Les aflirmations des paragraphes 4 et 5 de la seconde Note sont très probablement 
inexactes, 


LA 


Ann. Ee. Norm., (3), XLV. — NovEmuRr 1928 42 
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53. G. Polya et R. Nevanlinna ont été, je crois, les premiers à. 
s'occuper de l'unicité de la détermination d’une fonction méromorphe, 
par la connaissance d’un nombre fini d’ensembles E(a, ), E(@2), «a5 
E(a,), assujettis ou non à la restriction relative aux ordres de multi- 
plicité. 

R. Nevanlinna a démontré le théorème suivant (') : 

Si deux fonctions, méromorphes au voisinage du point à l'infini, 
supposé singulier essentiel, prennent ensemble cing valeurs distinctes au 
voisinage de l'infini, elles sont nécessairement identiques, méme lorsqu'on 
ne tient pas compte des ordres de multiplicité. Une fonction méromorphe 
au voisinage du point à l’infini est donc complètement déterminée par 
la connaissance, au voisinage de ce point, de cinq ensembles E(a,), 
E(a,), E(a;), E(a,), E(a;). 

ll est naturel de chercher à réduire ce nombre de cing. On y arrive 
en s'appuyant sur le théorème de E. Borel, déjà cité dans |’Introduc- 
tion( § 1): 

Si Von a une identité de la forme 

X,(z)+X,(z)+...+X,(x)=o, 


entre des fonctions entières, sans 3éros, ou bien leurs rapports mutuels 
sont des constantes, — ou bien les fonctions se partagent en plusieurs 
groupes, la somme des fonctions d’un même groupe est identiquement 
nulle, et leurs rapports mutuels sont des constantes. 


Rappelons que, pour démontrer ce théorème, R. Nevanlinna (?) 
établit la proposition suivante, d’où il découle immédiatement : si les 
p fonctions ne sont pas liées par d’autre relation linéaire, homogène, 
à coefficients constants non tous nuls, que la relation donnée 


X,+X,+...+X,=0, 


xe a , 
tous les » (r, x) (A, = 1,2,..., p) sont bornés lorsque raugmente 
indéfiniment, et par suite les x sont des constantes. 
u. 
——— nn — a — 
(*) [F, d]. G. Polya avait établi ce théorème [G] dans le cas de deux fonctions 


entières, de genre fini, qui prennent ensemble quatre valeurs finies distinctes. 
(2): [F, 6], p. 381. 
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X, eae 
est borné, il suffit de supposer 
que les fonctions sont définies au voisinage du point à l'infini, 
et qu'elles n'ont ni pôles ni zéros dans ce voisinage: dire 


Or, pour montrer que m (r, 


r 


X 
Xu 
Vinfini. D’où une généralisation du théorème de Borel : 


? 


X re : 
que m(r, =) est borné, c’est dire que 
Ap 


’ z SA x 
n'a pas de singularité à 


\ 


St l’on a une identité de la forme 
X,(2)+ X,(x)+...+ X,(2)=0, 


entre des fonctions holomorphes, sans zéros, au voisinage du point à 
l'infini, ou bien leurs rapports mutuels sont réguliers à l'infini, — ou bien 
les fonctions se partagent en plusieurs groupes, la somme des fonctions 
d'un méme groupe est identiquement nulle, et leurs rapports mutuels sont 
réguliers à Vinfint. 


Dans les problèmes que nous allons nous poser, nous nous ramène- 
rons systématiquement à l’étude d’une identité, à laquelle nous appli- 
querons ce dernier théorème. D'ailleurs, celui-ci subsiste évidemment 
lorsque les fonctions X,, X., ..., X, ont des zéros et des pôles, pourvu 
qu’aucun de leurs rapports mutuels n’en possède. 


54. Envisageons d’abord deux fonctions f(x) et g(x), méro- 
morphes au voisinage du point à l'infini, supposé singulier essentiel; 
admettons qu'elles prennent ensemble, au voisinage de l'infini, quatre 
valeurs distinctes a, b, c, d, que nous pouvons supposer finies. Cher- 
chons à voir si ces deux fonctions ne seraient pas forcément identiqnes. 

Désignons, d’une façon générale, par (é,, e,, és, e,) le rapport 
anharmonique de quatre nombres ¢,, ex, €, € : 


Es — €; €y— e, 
et posons 
| Cf ped, Oye, 
(37) «Cf, & @,c) =Y, 
lifAead= 


Ages 
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X, Y, Z sont des fonctions holomorphes, sans zeros, au voisinage du 
point à l'infini. Or, l'élimination de f et g entre les relations (37) 
conduit à une identité de Borel à six termes : 


(a — b)(c —d)(X + YZ) + (a —e)(d— b)(Y + ZX) 
+ {a—dye—cjtat AX ) Seo: 


Remplacons X, Y, Z par leurs valeurs en fonction de fet g; il vient 


(38) (a—b)(c—d'[(f—a)(f —b)(g—c}g—d) 
+(g—a)(g—b)}(f—c)(f —d)] 
+(a—ce)(d—b)[(f—a)f—c)(g—b)g—d) 
+(g—a)(g—e)(f—b)(f—4d)) 
+(a—d)(b—c)[(f—a)(f—4d)(s—b)(g—e) 
+(g—a)(g—d)(f—b)(f—c)]=e. 


Désignons respectivement par X', X°, X!, X°, X}, X; les six termes 
qui figurent au premier membre de (38), dans l’ordre où ils se pré- 
sentent. Ce sont des fonctions méromorphes au voisinage du point à 
l'infini, et leurs rapports mutuels ne possèdent ni zéros ni pôles. Nous 
appliquerons donc le théorème de Borel généralisé à l'identité (38); 


les différents cas de décomposition possibles sont les suivants : 


4, Un seul groupe comprenant les six fonctions; 

5. Deux groupes de trois fonctions; 

y. Un groupe de deux fonctions et un groupe de quatre; 
c. Trois groupes de deux fonctions. 


Le cas f se subdivise lui-même en deux cas essentiellement distincts, 
suivant que les trois fonctions d’un mème groupe ont leurs indices 
inférieurs tous différents, ou que deux de ces indices sont les mêmes. 
Nous prendrons, comme types de chacun de ces deux cas, 


(P1) XI+XI+Xi=XI+ N24 X'= 0. 
(B2) Xi+ Xi+XS= XI + Xi+ Xi= 0. 
Le cas y se subdivise aussi en deux cas essentiellement distincts : 


(Y1) Nit X7=X$+ X24 XI + X2=0, 
(y2) Xj + X} = X?+ X24 XI + X2= 0. 


SUR LES SYSTÈMES DE FONCTIONS HOLOMORPHES, ETC. 333 


Enfin, le cas ¢ se subdivise en trois : 


(3) XI+ X2=X2+ X!=X!4X!=0, 
(à,) XI+X?=XI+XI=XI+X1= 0, 
(33) Xt Xf: XI Xl X24 X2= 0. 


Je dis d’abord que, wu et « désignant deux quelconques des quatre 
nombres a, b, c,d (u¢), si deux des six rapports anharmoniques 
(f, g, u, ©) sont réguliers à l'infini, f et g sont identiques. Ecrivons 
en effet 

NOT feo ee eae 
LU se PP ey 


P et P, étant des fonctions régulières à l'infini. L’élimination de g 
entre ces deux relations conduit à une équation, du second degré au 
plus en /. Si elle permettait de calculer f en fonction de P et P,, 
f n'aurait pas de singularité essentielle à l'infini. Il faut donc que 
cette équation soit identiquement vérifiée, autrement dit, que les deux 
relations écrites se réduisent à une seule. Or, si l’on y regarde, pour 
un instant, P et P, comme des constantes, fet g comme des variables, 
elles définissent une homographie admettant les points doubles uw, ¢, 
u, et v,, ce qui fait au moins trois points doubles. Cette homographie 
se réduit donc a la transformation identique. et l’on a 


f(x) = g(x). C. Q. F. D. 


Cela posé, si l’on examinesuccessivement les cas énumérés plus haut, 
en écrivant, pour chacun d’eux, que le rapport de deux fonctions d’un 
même groupe n’a pas de singularité à l'infint, on trouve précisément, 
au moins dans les cas «, B,, 32, Yi, y: et °,, que deux des six rapports 
anharmoniques (f, g, u, ©) sont réguliers à Vinfini. On en con- 
clut f = g. 


Dans le cas o,, on a 


(fg 6. c)F= 


Si'(/, 8, 6, c) =1, on a /=g. Si (fg ab, c)=—1, on trouve 
ensuite (/,2, a, 6)==—1, ce qui est Hipossiblé: en vertu de la 


remarque faite plus haut. 
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Il reste à examinerle cas à,. L’élimination de / et g entre les 
équations | 
i X!+4Xi=o et X2+X2=0 
donne 
[(a, 6, r, d)|?=1, 
d'où 
(a, br, dj=1 
puisque les nombres a, b, c, d sont distincts. On trouve ensuite 


(f, gs ¢, d\)=—a;: 


cela exige que fet g admettent a et b comme valeurs exceptionnelles ; 
x : ; 
sinon f et g prendraient ensemble la valeur a, par exemple; or on n’a 
pas 
(a, @,.¢,.a4) =— 1 


55. Tous les cas ayant été examinés, nous obtenons le théorème 
suivant : 


Totortme VIII. — a, b, c, d désignant quatre nombres complexes dis- 
tincts, il existe au plus une fonction, méromorphe au voisinage du point 
singulier essentiel à l'infini, pour laquelle E(a), E(b), E(c), E(d) coin- 
cident respectivement, au voisinage de l'infini, avec quatre ensembles 
donnés À, B, C, D. Il y a exception si, les ensembles A et B étant vides 
au voisinage de l'infini, on a 


(a, bd, 6e d)==1:: 


dans ce cas, s'il existe une fonction répondant à la question, il en existe 
deux, et deux seulement, f(x) et g(x), et l'on a 


(fs, ¢,d)=—1. 


Lorsque nous disons que deux ensembles coincident au voisinage 
de l'infini, nous entendons qu'il existe un cercle de rayon assez 
grand, à l'extérieur duquel ils coincident. 

Convenons alors de dire que deux ensembles de points coincident 
au sens large, lorsqu'ils ne diffèrent que par un nombre fini de points. 
Le théorème VIII entraine évidemment le suivant : 
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THÉORÈME VIII bris. — Jl existe au plus une fonction méromorphe dans 
tout le plan, non rationnelle, pour laquelle E(a), E(b), E(c), E(d ) coin- 
cident au sens large avec quatre ensembles donnés A, B, C, D: il ya 


exception st, les ensembles A et B n’ayant qu'un nombre fini de points, 
ona 
Cats dei; 


dans ce cas, s’il existe une fonction répondant à la question, il en existe 
deux, et deux seulement, f(x) et g(x), et l’on a 


(fe, GC; CREER À 


Ce théorème reste vrai a fortiori si l’on supprime les mots « au 
sens large »; le cas d’exception correspond alors seulement au cas 
où les ensembles A et B sont vides. On retrouve ainsi un théorème dû 
à G. Polya et R. Nevanlinna ('). 


56. Considérons maintenant trois fonctions f(x), g(x) et h(a), 
méromorphes au voisinage du point à l’infini, supposé singulier 
essentiel; admettons qu’elles prennent ensemble, au voisinage de 
l'infini, trois valeurs distinctes a, 6, c, que nous pouvons supposer 
finies. Nous allons démontrer que deux de ces fonctions sont néces- 
sairement identiques. Posons en effet 


CL 5) à; b)=X, 


(f, 8 a c)=Y, 
Chi hy a, 0 j=, 
Che, cy TT; 


et éliminons /, g, / entre ces relations; puis, dans l'identité obtenue, 
remplacons de nouveau X, Y, Z, T enfonction de /, g, À. Il vient, tous 
calculs faits, 


(39) (f—alg—b)(h—0) +(f— bg —e) (ha) 
4 (f—eg—ay(h—b)—(f—e)(g — oh — a) 
~(f—allg—e)(h— 6) —(f—b)(g—a)(h—e) =o. 


(1) G. Polya |G] s'était placé dans le cas où les functions sont entières et de 
genre fini, et où l’une des quatre valeurs a, 6, ¢, d est précisément égale à l'infini. 
R. Nevanlinna [F, à. p. 378] s'est ensuite placé dans le cas général des fonctions 
méromorphes dans tout le plan. 


DL 
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Désignons respectivement par Xj, X;, Xj, — Ny, — X;, fi x? les 
six termes qui figurent au premier membre de (39), dans l'ordre où 
ils se présentent. Ce sont des fonctions méromorphes au voisinage du 
point à l'infini, et leurs rapports mutuels ne possèdent ni zéros ni 
pôles. On va leur appliquer, comme tout à l'heure, le théorème de 
Borel généralisé. | 

On remarque d’abord que si les deux rapports anharmoniques 
(f, g, a, b) et (f, g, a, c) sont réguliers à l'infini, on a f= g. On fait 
en outre la remarque suivante : Si l'on a une identité 

XF — AG =o. 


p et g désignant deux quelconques des indices r, 2, 3, différents ou 
non, deux des trois fonctions /, g, A sont identiques. Par exemple, 
l'identité 

XI—X;=0o 


| 


donne 
(f—a)(g—b)(h—c)=(f—c)(g—6)(h—a), 


et, par suite, comme g—b n'est pas identiquement nul, f = A. 
Cela posé, on examine les cas de décomposition suivants : 


a. Un seul groupe comprenant les six fonctions; 

8. Deux groupes de trois fonctions : 
(B:) \j + AG+ XP = XI +Xi+ Xi=o. 
(8,) X14 X22. X= X* OX! X30; 

y. Un groupe de deux fonctions et un groupe de quatre; d’après 
une remarque précédente, il est inutile d’envisager le cas où les 


indices inférieurs des deux fonctions du premier groupe sont diffé- 
rents. On examinera donc seulement le cas suivant : 


Xj+ APS XP— AL —AB— XPHo; 


à. Trois groupes de deux fonctions; mais il est inutile d’envisager 
ce cas, puisque, dans l’un au moins des trois groupes, les deux fonc- 
tions ont des indices inférieurs différents. 

Si, dans chacun des cas a, 3,, 8, et y, on écrit que le rapport de 
deux fonctions d’un même groupe n’a pas de singularité à l’infini, on 
trouve que deux des trois fonctions /, g, h sont identiques, en vertu 
de la remarque relative aux rapports anharmoniques. D'où le 
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THéoRÈME IX (1). — I existe au plus veux fonctions, méromorphes au 


voisinage du point singulier essentiel à Vinfini, pour lesquelles E(a), 
A - . . . . . 

E(b), E(c) coincident respectivement, au voisinage de l'infini, avec TROIS 
ensembles donnés A, B, C. 


o7. Ce théorème entraîne le suivant : 


Taéonème IX bis. — Il existe au plus deux fonctions méromorphes 
dans tout le plan, non rationnelles, pour lesquelles E(a), E(b), E(c) 
coincident au sens large avec trois ensembles donnés A, B, C. 


Le théorème subsiste a fortiori si l'on supprime les mots « au sens 
large ». 

En particulier, il existe au plus deux fonctions, méromorphes dans 
tout le plan, ayant un nombre fini de zéros et de pôles (?}, et pour les- 
quelles E(1) coincide au sens large avec un ensemble donné. Or, s’il 


. . A . ° | 
en existe une, soit /(x), il en existe une autre, ray" Donc la con- 
: * pee | 


naissance de l’ensemble E(1) détermine les zéros et les pôles, qui sont 
d’ailleurs interchangeables. D’ailleurs, si / (x) a au moins un zéro ou 
A 4 f à I ” . di 

un pôle, les zéros de f(x) et Fo ne coincident pas. D'où le 

THÉORÈME X. — // existe au plus une fonction f(x), méromorphe dans 
tout le plan, admettant au sens large un ensemble E(1) donné, ayant un 
nombre fini de pôles et des séros donnés en nombre fint, pourvu qu'elle 
possède au moins un zéro ou un pôle. 


Dans le cas d’une fonction /(2) n’ayant ni poles ni zéros, il existe 

une fonction et une seule, admettant le mème ensemble E(r) que f(x). 
’ P A <! , L I T bY ! 

et n’ayant ni pôles, ni zéros : c'est EN Nous retrouvons là un théo- 


(1) Lorsque j'ai publié ce théorème dans les Comptes rendus. deux cas particuliers 
en avaient seulement été envisagés jusque-là : le cas des fonctions entières adimettant 
deux valeurs exceptionnelles (Pélya et Nevanlinna), et le cas des fonctions entières 
d'ordre fini non entier [F. 4. p. 387]. R. Nevanlinna à publié ensuite ce méine théorème 
dans les Comptes rendus, L. 186, 1928, p. 289. 

(2) Les zéros et les pôles ne sont pas donnés. 


Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — NoÿEMBRE 1928. 


ES 
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rème dû à G. Polya (') dans le cas des fonctions entières de genre 
fini, et étendu par R. Nevanlinna [F, 6, p. 388] aux fonctions entières 
de genre quelconque. D'après ces deux auteurs, le théorème est vrai 
même si l'on fait abstraction des ordres de multiplicité des racines de 
l'équation 
fire 

Nous venons de supposer, pour simplifier, a — 0, b —æ, c=1; il 
va sans dire que l’on passe de ce cas au cas général par une transfor- 
mation homographique. 


Tuéorème XI (?). — Étant donnés trois ensembles A, B, C quelconques, 
il n'existe pas, en général, de fonction méromorphe dans tout le plan, 
pour laquelle E(a), E(b), E(c) coincident respectivement avec A, B, C. 


Nous allons même montrer davantage : il n’existe pas, en général, 
de fonction pour laquelle, E(a) coincidant avec A, E(b) et E(c) coin- 
cident au sens large avec B et C. En effet, en vertu du théorème IX dis, 
il existe au plus deux fonctions pour lesquelles E(a), E(b), E(c) coin- 
cident au sens large avec A, B, C; soient E,(a) et E,(a) les 
ensembles E(a) relatifs à ces fonctions, si elles existent. Prenons alors 
un ensemble quelconque A’, distinct de E,(a) et E,(a), et assujetti a 
coincider au sens large avec A. Il n'existe aucune fonction pour 
laquelle, E(a) coincidant avec A’, E(b) et E(c) coincident au sens large 
avec Bet C. 

En particulier, 1 n'existe pas en général de fonction méromorphe 
dans tout le plan, ayant des séros et des pôles en nombre fini, et admet- 
tant un ensemble E(1) donné. 

Revenons au théorème IX. S'il existe deux fonctions f(a) et g(a), 
méromorphes au voisinage du point à l'infini, et prenant ensemble 
trois valeurs au voisinage de l’infini, 0, 1 et æ par exemple, on peut 
écrire 


f—1 o [—1 
fe Re a { t a : . , 
pe Em TT \ 


(1) G. Polya (Deutsche Math. Ver., t. 32. 1923. p. 16) énonce ce théorème sous la 
forme suivante : S7 les points où deux polynomes prennent des valeurs entières 
coincident, leur somme ou leur différence est constante. 

(7) Il est à peine besoin de rappeler qu'on peut toujours construire une fonction, 
méromorphe dans tout le plan, admettant deux ensembles E(a) et E( 0) donnés, par 
exemple admettant des zéros et des pôles donnés. 
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d’où l’on tire 


I 
. : I— — 
Va re U 
“(40 ) =e D 
| fo eS 
Fo EV" 


U et V étant des fonctions holomorphes, sans zéros, au voisinage du 
point à l’infini. _Réciproquement, U et V étant deux telles foot ons les 
formules (40) définissent deux fonctions f etg prenant ensemble les 
valeurs o, 1 et æ au voisinage de l'infini. 

En particulier, les deux fonctions 


1— e5ù 1— e—5* 


QE oe §(2)= —— 

sont méromorphes dans tout le plan, possédent les mémes ensembles 
E(o), E(t) et E(æ), et n'admettent d'ailleurs aucune valeur excep- 
ttonnelle ('). 


»8. Considérons maintenant quatre fonctions /,, /., gi, $3, méro- 
morphes au voisinage du point à l’infini supposé singulier essentiel; 
admettons qu’au voisinage de l'infini, ces quatre fonctions prennent 
ensemble deux valeurs finies a et b, que /, et /, prennent ensemble 
la valeur c, et que g, et g, prennent ensemble la valeur c. Nous pou-. 
vons supposer c infini. 

On est alors ramené a l’étude de Fidentité à huit termes 
(41) (fi — 4)(S,— 6) + (fo.— a) (g.— 6) 

+ (8:— @)( fo— 6) + (82— a) ( fi — 0) 
(f,—6)( 4 — @) —(fe— b)(g:— 4) 
—(9,— b)( fe— a) — (2.— OVI — a) = 0. 


Le rapport de deux termes quelconques est holomorphe et ne s'annule 
pas au voisinage de l'infini. Les cas de décomposition à examiner sont 
très nombreux; dans la plupart d'entre eux, on trouve que deux des 
quatre fonctions sont identiques, mais il y a également des cas assez 
nombreux où il n’en est rien. 

Les hypothèses précédentes étant maintenues, supposons en outre 


(1) Au contraire, nous avons vu que deux fonctions qui prennent ensemble quatre 
valeurs possèdent nécessairement deux valeurs exceptionnelles (théorème \ HT). 
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que les fonctions /\, /2, 81, 82 prennent une infinité de fois chacune 


des valeurs a et b. Dans ces conditions, il suffit que + f= = soit régulier 


à l'infini, pour que /, et /, soient identiques; en effet, fi prenant une 


infinité de fois la valeur 4, " : prend une infinité de fois la valeur un, 
et par suite est identique à un. C. Q:0F+ D. 


Cette remarque facilite l'examen de tous les cas de décomposition, 
et l’on arrive à la conclusion suivante : deux des fonctions /,, f, 1, 
£, sont identiques, sauf dans le cas où l’on a 


(42) fi —Aa pep ive & Ja a 7. sux a 
Li Hi RUES L— b? sb Frs : 


ce qui entraine inversement 


Sep ji—a oi fa — à 
Nr Se ’ a == = 
Hol ref 0e Sa we rey 


Remarquons d’ailleurs que si l’on a deux fonctions g, et g», prenant 
ensemble les valeurs a, b et 2, les formules (42) définissent deux 
fonctions /, et f,, prenant ensemble les valeurs a, b et x; de plus les 
quatre fonctions /\, /., 81, g» prennent ensemble les valeurs a et b. 


o9. L'étude précédente conduit au théorème suivant : 


TaéorèmEe XII. — a et b désignant deux nombres complexes finis et 
distincts, considérons la famille de toutes les fonctions méromorphes au 
voisinage du point à l'infini, et admettant, au voisinage de l'infini, 
deux ensembles E(a) et E(b) donnés, dont chacun contient une infinité 
de points. Etant donné un ensemble M quelconque de points, il existe au 
plus uxE fonction de la famille pour laquelle E(æ) coincide avec M au 
voisinage de l'infini, sauf peut-être pour veux ensembles exce ’puon- 
nels () M, et My, pour chacun desquels il existe deux fonctions: en outre, 
s'il y a un ensemble exceptionnel, il y en a deux. 


Supposons, en effet, qu'il existe un ensemble exceptionnel M,, et 


| 
(1) Nous ne considérons pas comme distinets deux ensembles qui coincident au voi- 
sinage-de Vintfini. 


a FN T 
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soient g, et g, les deux fonctions de la famille pour lesquelles 
E(æ) coincide avec M, ; nous savons, d’après le théorème IX, qu'il 
n'existe pas plus de deux telles fonctions. Les formules (42) nous font 
alors connaitre deux fonctions /, et f, de la famille, qui admettent un 
même ensemble E(æ), soit M,; c'est un second ensemble excep- 
tionnel. | 

Il n’y en a pas d’autre. Soient en effet M, un ensemble exceptionnel, 
h, et h, les fonctions correspondantes; si M, ne coincide pas avec M,, 
les fonctions g,, g:, h,, h, sont distinctes, et l’on a alors, d’après 
l'étude précédente, 


fuit : dira h,— a La — 4 
—— —— , © = — —; 
hy—b La— D h,—b . &—b 


et, par suite, 4, = f,, h, — f,. Donc, si M, ne coincide pas avec M,, il 
coincide avec M,. Le théorème XII est complètement démontré. 

Nous avons admis, il est vrai, que les ensembles M, et M, ne coinci- 
daient pas au voisinage de l'infini; pour s’en assurer, il suffit de 
verifier (') que chacune des fonctions /, et /,, définies par les for- 
mules (42), est distincte de chacune des fonctions g, et gv. 

Par exemple, on ne peut pas avoir f,=g; ; on aurait alors en effet 


Sit = 20; 


c'est impossible, puisque g, et g, prennent ensemble la valeur a, et 
la prennent effectivement. 


60. Appliquons le théorème XII au cas des fonctions méromorphes 
dans tout le plan; nous y avions supposé a et b finis et c infini; nous 
allons, cette fois, pour rendre le théorème plus frappant, supposer 
a=0o,b=«,c=1. Nous obtenons alors le 


Tarorèue XII bis. — Considérons la famille de toutes les fonctions 
méromorphes dans tout le plan, pour lesquelles E(o) et E(æ) coincident 
au sens large avec deux ensembles infinis donnés (*). Etant donné un 


(1) Cela suffit, car, si les quatre fonctions f\, fo, Lis Go sout distinctes, comme elles 
admettent, d'autre part, les mémes ensembles E(a) et E( 6), elles ne peuvent admettre 
toutes le même ensemble E(2), en vertu du théorème IX, 

(2) Ces fonctions sont de la forme g(æ)R(x)efl#), 9 étant une fonction méromorphe 
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ensemble M quelconque, il existe au plus une fonction de la famille pour 
laquelle E(1) coincide avec M au sens large, sauf peut-être pour deux 
ensembles exceptionnels (') M, et M,, pour chacun desquels il existe deux 
fonctions : en outre, s’il y a un ensemble exceptionnel, il y en a deux. 


Enfin, on peut reprendre l'étude de l'identité (41), dans le cas où 
les fonctions f,, fr, g1, 82 du paragraphe 58 sont méromorphes dans 
tout le plan. Mais, au lieu de supposer que ces fonctions prennent une 
infinité de fois chacune des valeurs a et b, il suffit de supposer qu'elles 


. . . — À, 
prennent au moins une fois chacune des valeurs a et b. Si alors = : 


est constant, on en conclut /,=/,, et la démonstration ,s’achève 
comme précédemment. On a donc le théorème suivant : 


Tuéorème XII ter. — Considérons la famille de toutes les fonctions 
méromorphes dans tout le plan, admettant des zéros et des pôles donnés, 
et admettant au moins un zéro et au moins un pôle. Étant donné un 
ensemble M quelconque, tl existe au plus une (?) fonction de la famille 
pour laquelle E(x) coincide avec M, sauf peut-être pour deux ensembles 
exceptionnels M, et M,, pour chacun desquels ul existe deux fonctions : 
sul y a un ensemble exceptionnel, il y en a deux. 


Nous pouvons ajouter ici: Pour une distribution donnée de zéros et 
de poles, ul n'existe pas, en général, d'ensemble exceptionnel. En effet, 
il n'en existe pas lorsque les zeros et les poles donnés sont en nombre 
fini, en vertu du théorème X. Laissons de côté le cas où il y aurait un 
nombre fini de poles et une infinité de zéros, par exemple, et venons 
au cas où les pôles, ainsi que les zéros, sont en nombre infini. Dési- 
gnons par À l’ensemble des pôles, par B l’ensemble des zéros. En 
vertu du théorème IT bcs, il existe au plus deux couples de fonc- 
tions, /; et /:, g, et gy, pour lesquelles E(æ) et E(o) coincident au 
sens large avec A et B, et telles, en outre, que les ensembles K(1) rela- 
lifs à /, et à /, coincident au sens large, et que les ensembles E(1) 


donnée, qui admet des zéros et des pôles en nombre infini, R(æ) une fonction ration- 
nelle arbitraire. et Gr) une fonction entière arbitraire. 
(1) Définis chacun à un nombre fini de points près. 


(7) Et. en général, il n'en existe pas, en vertu du théorème XI. 
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relatifs à g, et £, coincident au sens large. Prenons alors deux 
ensembles A’ et B’ quelconques, coincidant au sens large avec A et B, 
et tels que l’ensemble A’ ne soit identique à aucun des quatre 
ensembles E(æ) relatifs à chacune des quatre fonctions /,, fs, 81, £a. 
I est clair que, si l’on considère maintenant la famille des fonctions 
avant pour pôles les points de A’, et pour zéros les points de B’, il n’y 
a pas d'ensemble E (1) exceptionnel pour cette famille. 


61. Nous allons étudier maintenant un problème d’un genre nou- 
veau, relatif non plus à un système de fonctions prenant ensemble 
certaines valeurs, mais à une famille infinie de tels systèmes. Au lieu 
d'avoir à considérer une seule identité de Borel, nous aurons à en 
considérer une infinité, et nous leur appliquerons le critère de famille 
complexe normale du Chapitre III. Bornons-nous, pour rester dans le 
eas simple d’une identité à quatre termes, au probleme suivant : 


Trouver un critère de famille complexe normale pour une famille de 
systèmes de deux fonctions 2(x) et Ux), holomorphes dans un 
domaine VD, n'y prenant pas la valeur 3éro, et y prenant ensemble la 
raleur un. 


Posons 


7 est une fonction holomorphe, sans zéros, et nous avons l'identité 


D 14 — Ad =o, 


à laquelle nous appliquons le théorème VI. Il suffit d'envisager toutes 
les circonstances prévues dans l'énoncé de ce théorème: nous n'indi- 
querons pas le détail de cette discussion; nous en avons déjà fait de 
semblables ('). On trouve le théorème suivant : 


Turontme NUL. — Etant donnée une famille de systèmes de deux 
fonctions 2(x) et V(x), holomorphes, sans zéros, et prenant ensemble la 


(1) Foër. par exemple, Chapitre IV. § PR 
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valeur un, on peut en extraire une suite infine de systèmes, pour laquelle 
se trouve réalisée l’une des circonstances suivantes : 


1° pet Ÿ RE au sens large; 
PACE in = et Ÿ  — pren ~ convergent vers zéro, — et la circonstance 
analogue, nus en shoal Mice pet; 


@ O =) À 
3° Tel +—— convergent vers un; 
Y — 


(9) pre I OW — I r 
4 of —1, et LE — convergent vers zéro. 


62. Le théorème précédent permet de démontrer le 


Taéorème XIV. — Sovent deux fonctions f(x) et g(x), holomorphes 
et sans zéros au voisinage du point à l'infini, supposé singulier essentiel. 
St l’on peut trouver une suite infinie de couronnes circulaires C,, homo- 
thétiques entre elles et s'éloignant à l'infini, de façon que, dans chacune 
d'elles, les fonctions f et g prennent ensemble la valeur un, on a néces- 
sairement 


f(x)= gr) ou fix) = 


Indiquons sommairement la démonstration. 

Considérons la couronne C, comme transformée d’une couronne 
fixe Cy par une substitution linéaire a’ = S,(æ). Envisageons alors, 
dans la couronne C,, la famille des fonctions 


Qn(T) = f[Sr(z)] 
et 
A] 


Jn\ wv) 


= a SEX A 


et appliquons-leur le théorème XIU. Le cas 1° ne peut se présenter, 


car l'une des fonctions f(x) et Te) serait bornée sur une infinité de 


circonférences s’¢loignant à l'infini, done serait constante. De même, 
le cas 2° ne peut se présenter, car Jf ou g serait DAT à un. Dans 
le cas 3°, on a ee. Ke) g(a). Dans le cas 4° enfin, on 


a /Cr)g(x) <1. Le théorème est démontré. I] complète le théorème 
de G. Polya et R. Nevanlinna déjà eité (§ 57). 


F 
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61. On peut encore le compléter de la facon suivante : 


THéoORÈME XV. — Soient deux fonctions distinctes f(x) et £1), 
holomorphes et sans zéros au voisinage du point singulier essentiel 
à l'infini. Supposons 


f(x) g(a) An. 


Soit alors une suite arbitraire de nombres COMPILE NOT en ur has 
qui tendent vers l'infini. Étant donnée une circonférence T ayant son 
centre à l’origine et un rayon arbitraire, il existe un point 30 sur cette 
ctrcon férence, et une suite infinie a, , Gps +. xs ... extraite de la 
suite précédente, qui jouissent de la propriété suivante : 

C désignant un cercle de centre 2, et de rayon arbitrairement petit, 
eC, , Cy, ...,C;,,, ... désignant les cercles homothétiques de C par 
rapport à l’origine, dans les rapports respectifs 5,, 64, ..., Tiny ..., 


A — ff . , 4 
la fonction d a au moins un zéro ou un pôle dans chacun des cercles 


Fe 


C4, à partir d’un certain rang. 


On sait que G. Julia (') a démontré des théorèmes analogues en 
partant du principe : « si une famille de fonctions n’est pas normale 
dans un domaine, il existe au moins un point du domaine où elle n’est 
pas normale. » Ici, le raisonnement est forcément un peu different; 
voici, exposée très brièvement, la suite des idées. 

Supposons que, étant donné un point quelconque = sur la circontfé- 
rence I’, on puisse trouver un cercle C de centre z, jouissant de la pro- 
priété suivante : de toute suite infinie extraite de la suite 5,, on peut 
extraire une nouvelle suite infinie 5,,, %,, ..., 5,,, ..., telle que la 


. I . . A CRETE RES ns 
fonction i n’ait ni poles Xi zéros dans chacun des cercles(C,,,C;,, ..., 


a 
(al I 


C,,, -... En invoquant le théorème de Borel-Lebesgue, on peut être 
ramené au cas d’application du théorème XIV. On aurait donc 


f(x) ge) ou f(x) = ; 


g(x) 


ce qui est contraire à l'hypothése. 


Ci ee ba | 
Aun. Ec. Norm., (3), XLV. — Novembre 1925, 4h 
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Par conséquent, 7 te sur r un Re qu Here 
uivante : étant donné un cercle C quelconque, de centre oy | 


uver une suite infinie o,, telle que, dans chacun des cercles rte oo 


“la fonction at ait au moins un zéro ou un pole. Prenons alors une 4 


En me de cercles, de centre s,, dont les rayons tendent vers a 
zéro; pour chacun d’eux nous avons une suite 3,,. La suite diagonale 
fournit la suite 5,, de l’énoncé, et le théorème est démontré. 


Æ AO. ete 
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LES TRANSFORMATIONS CONTINUES 


ET 


LA TOPOLOGIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES 


Par M. S. STOÏLOW 


Introduction et considérations générales. 


Dans le plan des variables x et y considérons une région : r. D'une 
facon précise, nous entendrons par ce terme un ensemble ouvert, tel 
que deux quelconques de ses points puissent être joints par un chemin 
continu dont tout point appartienne à l’ensemble. C’est ce que l’on 
appelle quelquefois un domaine ouvert. Pour abréger le discours, 
ainsi que pour éviter toute confusion possible, nous préférons 
réserver le nom’ domaine (qui reviendra souvent dans la suite) à la 
notion que l’on désigne quelquefois par domaine fermé, c’est-à-dire à 
l’ensemble formé par une région et sa frontière. A ce propos rap- 
pelons que les points frontière (dont l’ensemble constitue la fron- 
tière) sont les points limites de la région qui n'appartiennent pas 
eux-mêmes à la région (parmi ces points pouvant se trouver le point 
à l'infini). 

Cette dernière expression a ici la même signification que dans la 
théorie des fonctions analytiques. Toute région non bornée, c’est- 
à-dire non comprise à l’intérieur d’un cercle fini, a le point à l'infini 
pour point frontière. 


1. Soient 
(1) ATP AISÉE VMS) 


deux fonctions délinies et continues en tout point de la région r. 
23 
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La transformation qu’elles définissent sera dite ine transformation 
intérieure si elle satisfait aux deux conditions : 


1° Tout point intérieur d’un domaine quelconque compris dans r 
se transforme par (1) en un point intérieur du transformé de ce 
domaine dans le plan (X, Y). 

2° Tout continu compris dans r se transforme par (1) en un con- 
tinu (c’est-à-dire jamais en un point unique). 


Cela revient à dire que les transformations intérieures sont complè- 
tement caractérisées par leurs deux invariants : la région et le con- 
tinu. De la première condition il résulte, en effet, que toute région 
comprise dans r se transforme par (1) en région du plan (X, Y). Nous 
désignerons par R la région transformée de r même. 

Le domaine borné est aussi un invariant pour les transformations 
intérieures. Mais l’invariance de ce concept est une condition plus 
large que l’invariance de la région. Par exemple la transforma- 
tion X=.r*, Y=y conserve les domaines et ne conserve pas les 
régions traversées par oy. 

Une transformation continue qui ne satisfait qu'à la première con- 
dition de plus haut ne peut jamais transformer en un point (ou même 
en courbe simple) un continu superficiel. Mais il se pourrait qu’une 
telle transformation fit correspondre un point à un continu linéaire. 
Nous en donnerons un exemple à la fin de ce Mémoire. 


2. Les fonctions analytiques : X + 7Y = f(x +17) sont, dans leur 
région de régularité, des transformations intérieures. Les transforma- 
tions biunivoques et bicontinues sont également des transformations 
intérieures (') que nous appellerons dans la suite transformations 
topologiques. 

Une propriété quelconque d'une transformation donnée sera dite 
topologique si elle subsiste pour les transformations obtenues en fai- 
sant subir aux variables x, y et X, Y des transformations topolo- 


(1) Cela résulte d'un théorème de Senoexruess (Goellinger Nachrichten. 1899 
p. 282). Foër aussi une Note de M, J. Ilavamanv, Sur l'indice de Kroneker dans le 
tome IL de l'{ntroduction à la théorie des fonctions de J. TANNERY. 
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giques quelconques. Dans ces propriétés n'intervient donc aucune 
considération de mesure. Leur étude constitue la topologie ou l'Ana- 
lysis situs. En particulier les propriétés exprimées par chacune des 
conditions qui entrent dans la définition des transformations inté- 
rieures sont d'ordre topologique; de plus elles se conservent par sub- 
stitution de ces transformations l’une dans l’autre de sorte que es 
trans formations intérieures forment un groupe. 

Les fonctions analytiques réguliéres dans une région en forment un 
sous-groupe. Nous verrons, et ce sera le but principal de ce travail que 
de le montrer, comment plusieurs propriétés topologiques de ce sous- 
groupe subsistent sans changements ou avec quelques modifications, 
pour le groupe général des transformations intérieures. 


3. Une première remarque tirée immédiatement de la définition 
même des transformations intérieures (1) est déjà de nature à nous 
suggérer l’idée de cette analogie. 

Soit F(X, Y) une fonction continue définie dans R et n’y ayant 
jamais de maximum (au sens large), c’est-à-dire qu'il n’y a pas de 
point (X,, Y,) dans R tel qu’au voisinage de ce point on ait 
(2) EN. Ye rece 


Je dis que (1) étant une transformation intérieure, la fonction 
F[x(x,y), ¥(x, y)] définie et continue dansr n’y a de maximum (au 
sens large) enaucunpoint. Ce sera même une conséquence de la première 
condition seule. En effet, si en (a,, y,) la fonction atteignait son 
maximum, il existerait un petit cercle ayant ce point pour centre, 
situé dans r et à l’intérieur duquel on aurait 


FIX Jo) Yu Yo) 12 FIX (&, 7), Ye, mn]. 


Soit (X,, Y,) le transformé de (:r,, »,). Le cercle se transforme en 
un domaine pour lequel (X,, Y,) est point intérieur. Il y aurait donc 
un cercle ayant ce point pour centre dans lequel la relation (2) serait 
satisfaite, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Cela signifie que si à est un domaine compris dans r la fonction 
F[X(x, »), Y(æ, y )Jatteintson maximum sur la frontière de 5. Si l’on 


prend pour F(X, Y) la fonction +, X? + Y?, on obtient le principe 


350 S. STOILOW. 


bien connu du maximum du module qui subsiste donc pour les trans- 
formations intérieures. 

Il est clair'que l’on peut remplacer le maximum par le minimum. 
Si l’on prend une fonction F(X, Y) n'ayant ni maximum ni minimum, 
la fonction obtenue par substitution de (1) atteindra son maximum 
aussi bien que son minimum, seulement sur la frontière de c¢. Prenons 
alors pour F(X, Y}la fonction X et la fonction Y; on aura la généralisa- 
tion d’une propriété bien connue des fonctions harmoniques. 

Les fonctions X(x, y) et Y(æ, y) d’une transformation intérieure 
ne peuvent donc être choisies arbitrairement. De plus, deux fonctions 
possédant chacune la propriété rappelée des fonctions harmoniques, 
ne peuvent être associées arbitrairement si l’on veut qu’elles définissent 
une transformation intérieure. 


4. Dans la première partie de ce travail j'établis le théorème fonda- 
mental des transformations intérieures dont se déduiront, directement 
ou par l'intermédiaire d'autres considérations, la plus grande partie des 
résultats suivants. J'en fais immédiatement deux premières appli- 
‘ations. 

La deuxième partie est consacrée au problème de Vinversion. On 
verra que l’ensemble des points de r qui se transforment en un même 
point de R est formé de points isolés. De même les points autour des- 
quels inversion de (1) conduit à plusieurs transformations, d’ailleurs 
toujours en nombre fini, sont encore isolés dans r, tout come les zéros 
des dérivées des fonctions analytiques. D'une manière générale, les 
propriétés étudiées dans cette partie ont un caractère local. 

Il en sera tout autrement des questions qui feront l’objet de la troi- 
sième partie. Tout ce Chapitre est consacré à des propositions qui ont 
leur origine dans le théorème de M. Picard sur les fonctions entières, 
mais la région r étant supposée ici seulement à connexion simple, ce 
sont les propriétés communes aux fonctions holomorphes définies 
dans une telle région, d'ailleurs quelconque, qui seront visées. Des 
résultats de la plus haute importance ont été obtenus ces dernières 
années dans cet ordre d'idées ('), résultats qui sont presque exclusi- 


1 ri Nan & Me y 3 $ 
(1) Vour par exemple : A. Brocn, Les fonctions holomorphes et méromorples 


dans le cercle-unité (Mémorial des Sciences mathématiques ). 


4 we 
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vement d’ordre métrique. Nous verrons qu’on peut dire certaines 
choses concernant des faits purement topologiques. Il y a d’ailleurs, à 
ce point de vue, identité complète entre le plan entier et une région 
quelconque simplement connexe, de sorte que la notion de fonction 
entière ne sera pas plus spécialement envisagée ici. 

Nous établirons, entre autres, que les valeurs (représentées par les 
points de R) qui ne sont pas asymptotiques sont prises dans r un 
nombre infini de fois si la transformation satisfait à certaines condi- 
tions qui rappellent ce qui se passe dans le cas des fonctions entières. 
Il en sera ainsi, par exemple, si R n’est pas simplement connexe, ou 
bien si à l’intérieur de R il existe une valeur asymptotique. Ce sont, 
comme on sait, des cas qui ne peuvent se présenter si la fonction 
entière est un polynome. 

Dans le cas où aucune de ces conditions ne serait satisfaite l’on peut 
encore dire quelque chose sur le nombre maximum de fois qu'est 
prise une valeur quelconque de R si l’on connaît ce nombre pour 
deux valeurs particulières. 


d. Il est nécessaire cependant d'attirer l'attention sur un point : 
tous les résultats obtenus dans la dernière partie exigent — du moins 
quant aux démonstrations — une restriction concernant la nature de 
la distribution des valeurs asymptotiques dans R. Il sera suffisant de 
supposer, par exemple, que cet ensemble est ponctuel; c’est ce que 
j'ai fait, quoique la portée des démonstrations aille souvent bien au 
delà de ce cas. Je ne saurais dire si les résultats subsistent dans le cas 
d’un ensemble de valeurs asymptotiques quelconque, comme il en est 
dans le cas particulier des fonctions entières (dont on sait que les 
valeurs asymptotiques peuvent couvrir tout Le plan). 

Une partie des résultats contenus dans ce Mémoire ont été commu- 


niqués à l’Académie des Sciences ('). 
I. — Le théoréme fondamental. 


1. Comme jusqu'ici, nous allons toujours désigner dans la suite 
par les lettres majuscules les transformés dans R des domaines ou 


LEE EP SP TONER SR eee 2 
(1) Comptes rendus. séance du 18 juiilet 1977 et du 5 mars 1028, 


23% 
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des points de r. Par transformé d’un élément quelconque de 7 nous 
entendrons toujours l'élément qui lui correspond dans R par une 
transformation intérieure (1). 

La région r sera toujours supposée simplement connexe, cest- 
à-dire telle qu’on puisse l'obtenir par une transformation topologique 
du plan (x, y) tout entier. Faisons toutefois remarquer d'avance 
que, parmi les résultats que l’on obtiendra ainsi, ceux qui auront un 
caractère local seront indépendants de cette hypothèse : on peut, 
en effet, dans une région quelconque autour d’un point quelconque, 
découper toujours une région simplement connexe. Toute région qui 
n’est pas simplement connexe sera dite à connexion muluple. 

Considérons, dans r, un chemin continu tendant vers la frontière 
de r. D'une façon précise, nous entendrons par là une courbe con- 
tinue située dans r, définie au moyen de deux fonctions continues 
d'un paramètre, telles que, si la valeur de ce paramètre est assez 
grande, les points correspondants de la courbe restent à l'extérieur 
d'un domaine borné arbitrairement donné d'avance, compris avec sa 
frontière à l’intérieur der. Il n’est donc pas exigé que le point variable 
sur la courbe s'approche indéfiniment d’un point déterminé de la 
frontière de r, mais seulement de cette frontière elle-même. Si alors 
le point transformé tend vers un point bien déterminé, nous dirons 
que ce point est une valeur asymototique de la transformation et que 
la courbe en est un chemin de détermination. Une valeur asympto- 
{ique pourra être intérieure à R ou bien sur la frontière de R. Nous 
aurons à envisager surtout les premières. Les points intérieurs à R 
seront dits des valeurs prises par la transformation; les points frontière 
de R, des valeurs exceptionnelles de la transformation. 

Toute cette terminologie est comme on voit empruntée à la théorie 
des fonctions entières. 


2. Considérons un domaine A, borné et situé dans R ('). Soient A 
un point intérieur de A et a un point de 7 qui se transforme en A. 
L'ensemble des points de r, accessibles par des chemins continus 


(') Cette expression signifiera toujours que le domaine, y compris sa frontière. 
est situé à l’intéricur de R. 
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partant de a, intérieurs à r et tels que les chemins transformés restent 
à l'intérieur de A, cet ensemble forme une région faisant partie de r. 

Si l’on ajoute à cette région sa frontière, on forme un domaine que 
J'appellerai domaine maximum de A par rapport à a et que je dési- 
gnerai par (A, a). Si le domaine (A, a) est borné et situé dans r, 
nous dirons que ce domaine maximum est normal. Nous n’aurons 
dans la suite à envisager que des domaines maxima normaux ('). 
Faisons immédiatement trois remarques sur ces domaines, qui seront 
utiles un peu plus loin. 


Première remarque. — Tout domaine maximum normal se trans- 
forme en A tout entier. En effet, puisque chacun de ses points est 
intérieur à r, chacun possède un transformé dans R. Le domaine 
transformé de (A, a) ne peut évidemment pas contenir des points 
extérieurs à A. Si ce transformé n’occupait qu'une partie de A, il 
y aurait certainement un point frontière K de ce transformé qui 
serait intérieur à A. K provient de la transformation d’un point # 
de (A, a). k ne peut être sur la frontière de (A, a), car alors ce der- 
nier ne serait plus domaine maximum pouvant être étendu au delà 
de £. D’autre part # ne peut être intérieur à (A, a) car K est un point 
frontière du transformé de (A, a) et alors la transformation ne serait 
pas intérieure. Le point K ne peut donc exister à l’intérieur de A et le 
transformé de (A, a) s'étend par conséquent sur tout A, car ce trans- 
formé est aussi un domaine. Les frontières de (A, a) et de A se cor- 
respondent donc par la transformation. 


Deuxième remarque. — Si b est un point intérieur quelconque 
de (A, a) le domaine (A, 6) se confond avec (A, a). En effet, le trans- 
formé B de b est alors dans A et la remarque est évidente d’après la 
définition du domaine maximum. 


Troisième remarque. — Quel que soit le point a dans 7, il existe, 
dans R, un cercle F, de centre A et de rayon assez petit, tel que le 
domaine maximum par rapport aa de n'importe quel domaine com- 
pris dans ce cercle soit un domaine normal. En effet, d'après la 


(1) De même tout domaine envisagé à partir de maintenant sera borne. 


re 
Ann, Éc. Norm., (3), XLV..— DÉCEMBRE 1928. 49 
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deuxième condition des transformations intérieures il n'existe pas 
de continu se transformant en A. Il est donc possible de décrire, 
dans r, autour de a, une courbe fermée simple telle qu'aucun de ses 
points ne se transforme en A. Soit alors ¢ la distance minima de Aa 
la transformée de cette courbe. Il suffira de prendre le rayon de I, 
inférieur à £. 

Ces remarques préliminaires faites nous allons maintenant aborder 
le théorème fondamental. 


3. Le cercle (') FL, tel qu’il a été choisi possède lui-même un 
domaine maximum normal (I, a). Soient B un second point intérieur 
à TI, et £ un arc de courbe simple entièrement situé à l’intérieur de F, 
et ayant les extrémités A et B. I existe, alors, un arc simple s ayant 
pour extrémité le point a (et un certain point b de (F,, a) se transfor- 
mant en B), arc entièrement situé à l’intérieur de (V,, a), et se trans for- 
mant par (1) en È d’une manière biunivoque et bicontinue. 

Soit (o, 1) l'intervalle dans lequel varie le paramètre 1 de l’are = 
(t=oenA et t=1 en B). Divisons l'intervalle (0, 1) en 2" parties 
égales, n étant un entier positif quelconque. Soient Ë, (c=1, 2, 3, 

.., 2") les arcs ainsi déterminés comme parties de Ÿ, et ¢, un 


3 ny ie . I - — 
nombre positif plus petit que =: Autour de chaque point de £, comme 


centre, décrivons des cercles de rayon ¢,, ces quantités étant choisies 
assez pelites pour que tous ces cercles soient intérieurs à F,. Soit A! le 
domaine formé par l’ensemble de ces cercles. On pourra évidemment 
prendre ¢, assez petit pour que deux domaines A! (correspondant à 
la même vaieur de x) n'aient de point commun que si les ares £!, cor- 
respondants ont une extrémité commune. Nous ferons la même chose 
pour toute valeur de x ayant soin de prendre encore ¢,,, assez petit 
par rapport à <, pour que, en plus des conditions de plus haut, 
chaque 4,,,, soitentiérement compris dans A} si l'arc X!. correspondant 
au premier est une partie de l’are À, qui correspond au second. Quand 
on fait tendre n vers l'infini, A! tend ainsi vers zéro dans toutes ses 


— eee 


1 Taye Ae 28 *k : , are 
(1) Par cercle nous entendrons toujours le domaine (l'intérieur du cercle et la 
circonférence ), 
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dimensions et une suite de domaines A‘, emboités les uns dans les 
autres, aura pour partie commune un seul point de Z. Réciproquement, 
tout point de Ë pourra être obtenu de cette façon. 

Les domaines A’, où 7 a une valeur fixe et 7 prend toutes les valeurs 
de 1 à 2", forment ce que nous appellerons une chaine. Toutes ces chaînes 
sont situées à l’intérieur de l,. Nous allons leur faire correspondre, 
dans(I,, a), d’autres chaînes de domaines ¢. dont chacun sera maximum 
pour le A’, de même n et de même z. A cet effet nous construisons 
d’abord le domaine maximum (Ai, a) relatif au point a et au premier 
domaine de la chaîne des A‘, chaîne que nous désignerons par | A; |. Il 
y aura dans ce domaine (normal d’après la troisième remarque de plus 
haut) un point a, au moins (d’après la première remarque) qui se trans- 


. I CRE : eae et : 
formera en le point t = ae de X, car celui-ci est intérieur à A}. Il y aura 


en général plusieurs points tels que a, c’est-à-dire correspondant au 
même point de &, mais l’ensemble de ces points sera fermé. Cons- 


truisons tous les domaines (A, a,) relatifs à A; (qui contient le 


point t= = et à tous les points a, de (4,, a). Je dis qu'il n’y aura 
qu'un nombre fini de domaines (A;,, a, ), même si les a, sont en nombre 
infini. On peut, en effet, décrire autour de chaque a, un cercle ayant 
cet a, pour centre et se transformant en un domaine intérieur a A}. 
D’après le théorème de Borel-Lebesgue on peut remplacer cette infinite 
de cercles par un nombre fini d’entre eux de facon que chaque a, soit 
intérieur à l’un de ces derniers cercles. On voit alors, d'après la 
deuxième remarque de plus haut, que les domaines maximums rela- 
tifs aux points a, qui sont dans le même cercle se confondent et que 
par conséquent ces domaines sont en nombre fini. 

Dans chaque (4°, a, ) il y aura au moins un point a, se transformant 


5 I 2 . . 5 
en le pont t= —— = — de ©. Nous construirons relativement à 


DE D 
chaque a,, de chaque (Aj, a, ), le domaine maximum (A, a.) qui— pour 
laméme raison que plus haut — seront en nombre fini, et nous continue- 
rons ainsi jusqu’à ce que l'indice supérieur de A, atteigne la valeur 2”. 
On obtient ainsi un nombre fini de domaines disposés en branches, et 
dont chacun se transforme en l’un des domaines 4,. Nous appellerons 


chaine { à} une suite de domaines ainsi formée : (A,, a}; un (4,, a: ) 


n 
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déterminé; un (A3, a,) déterminé choisi parmi ceux dont le a, est 
dans le domaine précédent, et ainsi de suite jusqu’à la valeur 2” de 
l'indice supérieur. Une chaine {¢,} sera donc composée de 2” 
domaines dont un, et un seul, se nerérmne en A‘ où za l'une quel- 
conque des valeurs 1, 2,..., 2”. Ce à, sera pour son 4, un domaine 
maximum normal. aoe den que deux ©! de la chaine ont des points 
communs si les A‘, correspondants en ont et seulement dans ce cas. 
Cette remarque nous sera utile plus loin. 

Pour le même n il pourra y avoir plusieurs chaines ;2,} mais, à 
cause de ce qui a été dit, leur nombre sera fini. 

Si l’on sonne n on aura pour chaque rang un nombre fini de 
chaines { 2°,}. Je vais montrer que chacune des shatndad o|, | est com- 
ue dans une chaine (21. En effet, le premier Sauedne c'_, est 

A a)et, comme 4À;,, est compris dans A}, i domaine à Ci est com- 


M dans (A, a) que nous prenons Ron 01. Soient a, les points 


No 


- Le domaine 0° 


ott a+ 


de Qi correspondant au point t=- est le 


domaine maximum relatif a Bn certain a, et a Are 1 Mais a, est 
dans (A}, a), c’est-à-dire dans à! et A? dana AS. Donc ¢?,, est dans ¢}. 


. , . . a 2 
Soient a, les points de 6?,, qui correspondent à ¢= = — - Le 


an an+1 


domaine ¢ QT est le domaine maximum relatif à A’, et à un certain a@,. 
Mais ces a, s'obtiennent par des chemins continus partant du a, 
de 5°.,, chemins dont les transformés restent dans A°.,,, c’est-à-dire 
dans A,. Comme d’autre part ¢?,, est dans 2! on voit que les a, sont 


tous parmi les a,, c’est-à-dire parmi les points de 2! qui se transforment 
en le pointt = —. 
Qn 


Nous sommes done vis-a-vis de A” exactement dans les conditions 
dans lesquelles nous étions plus haut à l’égard de A! et: nous pourrons 
démontrer — comme nous l'avons fait pour 5!., et 2°, — que ©. 


ES n+] n+ 


et o',, sont dans (A, a,) comme les deux précédents etaient dans 
(A,, a). Les domaines (A}, a) et (A?, a,) ont en commum le point a, 
qui est choisi parmi les a. Comme on avait pris le premier de ces 
deux domaines pour 5} on prendra le dernier pour ¢2. En continuant 
ainsi on arrivera, en répétant 2" fois le raisonnement ee plus haut, a 


construire une chaine {¢’,| qui comprend la chaine { | donnée. 


CORTE 
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Des considérations tout à fait analogues montrent, d’une façon plus 
générale, qa toute chaine | 0,., { fone ou p2t, est comprise dans 
une chaine {0,,}. D'autre part il est facile de voir ae ‘une chaine { 0°, 
donnée ne peut être comprise dans deux chaines |, | distinctes de mème 
rang n. En effet, les 2"*” domaines &,,, forment, dans l’ordre des ¢ 
croissants, 2" groupes à 2” domaines chacun, tels que le #*" groupe 
(4 =1, 2,..., 2") doit être compris dans 2. Or dans deux chaines | ¢ | 
distinctes et de mème rang n, les deux premiers 2 distincts et de 
même indice ¢ ne peuvent avoir aucun point commun; ce qui 
démontre l'affirmation ci-dessus. 

Il résulte de tout ce que l’on vient de dire que si une chaine {2 np) 
est comprise dans une chaine {à | déterminée, il existe (g étant un 
entier ae cegodue Fo entre o et p) une chaine {neg} qui, à la 
fois, comprend | ©,.,! et est comprise dans | 0, 

Ceci étant, choisissons parmi les Arte de rang n=1, l’une de 
celles qui contiennent une infinité de chaines de rangs supérieurs. Il 
y en aura toujours au moins une satisfaisant à cette condition car il 
n’y a qu'un nombre fini de chaines de rang 1 et d’autre part il existe 
des chaînes de tout rang supérieur à 1. Dans la chaîne de rang 1 ainsi 
choisie, il y aura certainement au moins une chaine de rang 2, d’après 
ce qui vient d’être dit, et parmi celles-ci l’une au moins qui contiendra 
une infinité de chaines de rangs supérieurs. Choisissons-en une parmi 
ces dernières; elle contiendra au moins une chaine de rang 3 qui con- 
tienne une infinité de chaînes de rangs supérieurs et ainsi de suite. 

On formera donc ainsi une suite de chaines, chacune comprise dans 
la précédente, les rangs de ces chaines croissant indéfiniment. 
Chacune de ces chaînes est un continu. La partie commune à tous ces 
continus se transformant en X ne peut être un point unique; ce sera 
donc un continu, soit 5 

Reste à démontrer ane la correspondance ainsi établie entre 5 et & 
est biunivoque, car de o 2S cette correspondance étant continue et, 
d’autre part, o étant borné, elle sera alors nécessairement bicontinue 
(voir par exemple Jorpan, Cours d'Analyse, t. 1, p. 53). De ce fait 
même 5 sera un arc simple comme £. 

Pour établir ce dernier point considérons, dans le continu 5, deux 
points p, et p, distincts qui se transformeraient en le même point P 


4e 
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de Z. Quel que soit le nombre n, le point P est à l’intérieur d’un 
domaine A‘ au moins et à l'intérieur de deux domaines A‘ voisins 
(c’est-a- -dire dont les 7 différent d’une unité) au plus. Les points p, 
et p, se trouvent donc, d’après la remarque faite un peu plus haut, 
dans le même ¢/, ou dans deux 2, ayant des points communs, c’est- 
a-dire voisins. Ce domaine unique, aussi bien que ces deux domaines 
réunis, forment un continu; quand on fait alors tendre x vers l’infini, 
la partie commune de cette infinité de continus sera un continu 7, car 
cette partie commune contient p, et po. 

D'autre part, les continus formés par les deux A qui contiennent P 
(ou le A‘ unique qui contient P) auront en commun, quand n prend 
toutes les valeurs, le point unique P car les A‘, tendent vers zéro 


dans toutes leurs dimensions avec =. Le continu = devra donc se 


transformer en le point unique P, ce qui est contraire à la deuxième 
condition des transformations intérieures. Les points p, et p, ne 
peuvent donc être distincts et l’énoncé du début de ce paragraphe 
est ainsi complètement démontré. 


La proposition du paragraphe précédent constitue la première 
partie du théorème fondamental que nous allons énoncer plus loin. 
Nous allons maintenant montrer par un exemple que la propriété 
démontrée n'appartient pas à des transformations non intérieures 
mème très simples. Prenons pour région rle plan (x,7) entier et 
fixons un point quelconque de ce plan par ses coordonnées polaires ¢ 
et 9. Nous définirons une correspondance univoque et continue 
de (+, y) à (X, Y) par les conditions suivantes : 


Il. ® désignant langle du rayon vecteur du point (X, Y) avec l’axe 
positif des X on prendra : 


ir 0 SI r<o<- 


® =o si ~<o<an. 
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On voit immédiatement que la transformation ainsi définie est con- 
tinue et qu’elle ne satisfait pas à la première condition des transfor- 


mations intérieures pour tous les points où 9 = +, où 9 = 3 Si l'on 
4 2 
prend alors le point A du paragraphe précédent tel que ® soit compris 
T d : 5 2 
entre - et 27, il y aura dans le plan (a, y) trois points se trans- 
formant en A. Pane at pour & le segment AB, B étant un point tel 


que ste ith, et choisissons pour point à celui pour lequel 


3m , : : ‘ a 
~- <P< 27 parmi les trois points qui se transforment en A. Au point B 


TA ne correspond qu’un seul point b qui est dans le demi-plan 
supérieur de (a, y). Si s existait dans les conditions exigées, il faudrait 
donc qu'il traversat l’axe des x. Or l’axe des x se transforme en celui 
de X positifs, dont le segment AB ne conlient aucun point. D'où impos- 
sibilité que ¢ existe. 


5. Remarquons que si deux arcs 6, et c, (simples) ont mêmes extré- 
mités et se transforment tous deux en & d’une manière biunivoque et 
bicontinue, ces deux arcs se confondent. En effet 5, et 5, (ou une 
partie de chacun de ces ares) forment ensemble une courbe simple 
fermée. Le théorème de Jordan montre alors qu’il existe un domaine 
dont toute la frontière est formée par les points de ces arcs (ou de ces 
parties d’arcs). La région r est à connexion simple, le domaine en 
question est done dans r. Il se transforme par (1) en un domaine dont 
toute la frontière est formée par des transformés de points de 5, et de 5. 
Ces transformés étant sur À, qui est ouvert, cela est impossible. 

Ceci étant, nous allons compléter comme il suit la proposition du 
n° 3 : l'arc  d’extrémités A et B étant donne dans F,, ine peut exister 
qu'un nombre fini d'arcs o, partant de a et se trans formant en Ë d’une 
manière biunivoque et bicontinue. 

D'abord il est évident que tous les arcs o devront être à l'intérieur 
de (I, a) carils ne peuventen franchir la frontivre, celle-ci se transfor- 
mant en la frontière de I, dont aucun point n'est sur £. D’après la 
remarque qu’on vient de faire plus haut, si le nombre des ¢ était infini 
il devrait nécessairement en être de même du nombre des points 6 
extrémités de ces = et se transformant en B. 


360 S. STOILOW. 


Comme B est intérieur a I, on peut prolonger £ par un arc >’ situé 
à l’intérieur de F,, aboutissant en B’ et tel que l’ensemble de Z et Z’ 
forme un arc simple. A X/ correspondent des arcs 9’ en nombre infini 
partant des différents b extrémités de 5. Nous ne prendrons qu'un 
seul 6’ à partir de chaque extrémité de 7. L'existence de tels 5’ résulte 
de la proposition du n° 3 car tout cercle de centre B et compris dans I, 
peut servir de I’, pour un point 6 quelconque de (I, a). La remarque 
faite plus haut montre encore que deux quelconques de ces 3° ne 
peuvent avoir de point commun s’ils partent de deux extrémités 6 
distinctes. Soit-b, un point limite des extrémités b. 

On pourra construire un cercle y de centre b, et tel que tous les 
points du transformé de y soient à une distance moindre que ¢ (quantité 
positive quelconque ) de B. Cela résulte de la continuité de la transfor- 
mation puisque le transformé de b, est évidemment B. Il y aura 
dans y une infinité d’extrémités b. Soient D’ les extrémités se transfor- 
mant en B’ des 5 partant de ces b de y. Il y aura une infinité de b'et 
autour d’un de leurs points-limite b’ on pourra construire un cercle y 
dans les mêmes conditions que y a été construit pour 4. On pourra 
alors choisir deux arcs 3’, soit 5 et 5,, distincts et ayant leurs extré- 
mités b dans y et léurs extrémités 6’ dans y’. Ces ares n’ont pas de 
points communs. 

Joignons par des segments de droite l'extrémité b' de a, à l'extré- 
mité b, de 5, et les deux extrémités b, et b, de même arc. Soient c’ le 
point de 5,, le premier rencontré par le segment 6/6), quand on part 
de D, et ¢ le point analogue du segment b,b,. Il est évident que les 
segments bc, et bic seront respectivement dans y’ et dans y. Consi- 
dérons alors la courbe fermée simple constituée par l’are 6, le 
segment b,c’, la portion de 5, comprise entre c' ete, le segment cb,. 
Toute la frontière du transformé du domaine limité par cette courbe 
devra être formée par les transformées des quatre parties de celle-ci. 
Ce sont Pare Let deux arcs de courbes dont les points sont à des dis- 
lances moindres que z de B ou de BY. L’are ©’ étant fixe et ¢ pouvant 
étre pris aussi petit que l'on voudra, il est clair que cet ensemble 
(arcs ne peut former la frontière complète d’un domaine. 

Il est donc impossible que les extrémités b soient en nombre infini 
et la proposition est démontrée, 
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Le théorème que nous avions en vue s’énonce alors ainsi: 


THÉORÈME FONDAMENTAL. — Étant donnée une trans formation intérieure 
définie et continue dans une région r, un point quelconque a de r se 
transformant en A, et un arc de courbe simple % ayant une extrémité 
en À et situé dans un cercle V,, assez petit : 


1° Jl existe un arc de courbe simple co situé dans r ayant une extré- 
muté en a et se transformant en X par la transformation donnée, d’une 
manière biunivoque et bicontinue. 

2° Il ne peut exister dans r qu'un nombre fini d’arcs tels que 5 corres- 
pondant au méme arc X et au méme point a. 


6. Nous nous sommes placés jusqu'ici à un point de vue local, 
are X devant être pris à l’intérieur du cercle l', de centre A et de rayon 
assez petit. Nous allons essayer maintenant de nous affranchir de cette 
hypothèse en prenant un arc = quelconque dans R, mais toujours sans 
points multiples. Les extrémités de 2 étant toujours désignées par A 
et B, choisissons dans 7 un point a qui se transforme en A. D'après ce 
que nous avons vu il est possible de déterminerun cercle I’, de centre A 
dont le domaine (I, a) est normal et par conséquent dans lequel le 
théorème fondamental énoncé au paragraphe précédent reste valable. 
Mais si nous n’avions pas eu besoin de préciser le choix de ce cercle 
tant qu'il s'agissait d’un problème local il en va tout autrement main- 
tenant. Considérons donc le cercle I, de centre A, dont le rayon estla 
borne supérieure (') des rayons des cercles tels que I’, | c’est-a-dire 
dont le domaine maximum (I, a) est normal |. Tout cercle l,, com- 
pris à l’intérieur de l,, possède un domaine maximum normal. Si l'on 
désigne par I‘! le cercle dont le rayon est égal, par exemple, à la 
moitié du rayon de [,, le théorème fondamental sera vrai dans I! pour 
un arc Ÿ quelconque dont des points pourront être même sur la cir- 
conférence de T'!. A chaque pointa correspond un cercle I”), bien déter- 
miné. 

Ceci étant, considérons le cercle I’) du point a choisi et soit 5, l'arc 


correspondant, d’après le théorème fondamental, à la portion de X 


(1) Si cette borne supérieure était infinie il est évident que le théorème fondamental 
serait vrai pour Z quelconque. 


Ann. Ee. Norm., (3), XLV. — DécEuBRE 1928. 46 
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comprise dans I’. D'une façon précise nous entendons par la la partie 
de © comprise entre le point A et le premier point de = rencontré sur 
la circonférence de I! quand on parcourt = de A vers B. Soient By ce 
point et 6, l'extrémité de 5, qui lui correspond. De b, l’are 5, pourra 
être prolongé par un arc 5, correspondant à la portion de X qui est 
dans l'}, entre B, et le premier point B, où = rencontre la circonfé- 
rence’), après avoir passé par B,. Soit b, l'extrémité de 5, qui corres- 
pond à B,. De b, on prolongera de la même façon l'arc 5, par un are a, 
correspondant à la portion de = allant de B, au premier point de ren- 
contre, après passage par B,, avec I’, et ainsi de suite. Les arcs 5,, 
5, 5, ... forment évidemment un arc simple car ils se transforment 
en portion de = n'ayant que les extrémités successives communes. 

Ces extrémités : les points B,, B,,..., avancent sur = de A vers B. 
Si l'une d’elles se confond avec B le théorème fondamental est évi- 
demment valable pour ©, au moins dans sa première partie ('). 
Sinon, By, B,,... tendent vers un point limite L sur &. A chaque 
point T de Ÿ compris entre A et L correspond un point déterminé t 
sur 5, si T est compris entre B,_, et B, ou se confond avec l’un de ces 
deux points. Lorsque T tend vers L trois hypothèses sont à envisager 
concernant le point £ : 


1° Ce point ne tend vers aucun point intérieur à r ni vers la fron- 
tière de r (au sens indiqué au n° 1); 

2° Il tend vers le point intérieur à r; 

3° Il tend vers la frontière de r. 


Sila première hypothèse est vérifiée ily a certainement à l’intérieur 
un point Z tel que dans tout cercle l'ayant pour centre il existe des 
points £. Mais on pourra, d’après l'hypothèse, choisir un cercle fixe Y 
ayant /’ pour centre et tel que, aussi près que soit T de L, il y ait des 
points ¢ extérieurs à y. Une courbe fermée simple quelconque com- 
prise dans y et comprenant / à son intérieur sera donc traversée une 
infinité de fois par le point ¢ variable avec T, quand ce dernier tendra 
vers L. Tout point limite de ces points de rencontre se transfor- 
mera certainement en L. La courbe fermée étant quelconque, cela 


(') Nous nous oecuperons plus loin de fa seconde partie du théorème. 
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impliquerait l'existence d’un continu se transformant en L, ce qui 
est opposé à la deuxième condition des transformations intérieures. 

La première hypothèse ci-dessus peut donc être écartée. 

Examinons maintenant la seconde hypothèse. I] existe done un 
point / vers lequel tend #, donc aussi b,, b,, b,, ..., puisque ce sont 
des positions particulières de t. Puisque / est dans r il existe un 
domaine (T}, {), maximum pour le cercle I’) et le point /, domaine à 
l’intérieur duquel pénètrent les points b, pour » assez grand tendant 
vers /, en même temps que les points B,, B,, Bs, ... pénetrent 
dans I’; tendant vers son centre. A partir d’une certaine valeur de x 
le rayon de l, sera donc supérieur à la moitié de celui de I} et, par 
suite, celui de F}, supérieur au quart de la même quantité fixe posi- 
tive. Il est clair que dans ces conditions les points B,, B,, ... ne 
peuvent tendre vers L, car ils le dépasseront. 

Reste la troisième hypothèse qui peut être vérifiée. D’après une 
définition donnée, le point L est alors une valeur asymptotique inté- 
rieure à R. La première partie du théorème fondamental n’est plus 
valable en ce cas pour un point a quelconque et une position de = 
comprise entre À et un point qui est entre L et B. 

Nous pouvons donc donner à la première partie du théorème fonda- 
mental la forme suivante quand £ est quelconque : 


St un arc simple X situé dans R ne contient aucune valeur asymptotique 
sauf peut-être l'extrémité A, il existe dans r un arc simple o partant du 
point a choust et se transformant en X, par la transformation donnée, 
d'une manière biunivoque et bicontinue. 


Cette proposition nous sera très utile dans la troisième partie tandis 
que le théorème sous sa forme première trouvera surtout son appli- 
cation directe dans la deuxième partie. 


7. Nous allons maintenant rechercher ce que devient la seconde 
partie du théorème fondamental pour = étendu sur une portion quel- 
conque de R. Considérons sur & le point variable T et supposons que 
(sauf peut-être A) aucun point de & ne soit une valeur asymptotique. 
Je dirai que T appartient à la première classe si à la portion de Z qui 
24 
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va de A à T ne correspondent qu’un nombre fini d’arcs o partant du 

point a choisi et satisfaisant aux conditions de la première partie du 

théorème. Tout autre point T sera dit de seconde classe. II est clair 
que les T de la première classe formeront une portion de = ayant une 

extrémité en A et l’autre en un point de ; soit Lee point. Je dis que, 

si L n’est pas en B, il ne peut appartenir à la première classe. En effet, 

s’il en était ainsi, il y aurait un nombre fini d’extrémités /,, 1, ...,l, 
des K arcs c correspondant à la portion comprise entre A,et L. Soit L’ 

un point de la seconde classe. Tous les a correspondant à la portion AL’ 
comprise entre A et L’ devraient passer par l’un des Z,, L,, ..., li. 

Mais si L' est assez près de L sur 2 [c'est-à-dire à l’intérieur de tous 

les cercles T} (i= 1, 2, ..., #), ainsi que tous les points de £ compris 

entre L et L’], le théorème fondamental montre que de chaque /; ne 

partent qu’un nombre fini d’arcs o correspondant à la portion LL’. Ceci 

signifie que L’ est de la première classe; d’où contradiction. Le point L 

est donc bien de la seconde classe, s’il n’est pas en B. 

Ceci étant, soient B,, B,, ..., B, une suite de points sur = allant 
de A vers Let s’approchant indéfiniment de ce dernier. A la portion AB, 
correspondent un.-nombre fini de co, mais puisqu'il en correspond un 
nombre infini à la portion AL, l’un au moins des o de AB, devra se 
ramifier en un nombre infini de branches. Soit 5, l’un de ces 5. De 
l'extrémité db, de 5, partent un nombre fini de o correspondant à la 
portion B,B, de £, dont l’un au moins, soit 5,, se ramifiera en un 
nombre infini de branches. De son extrémité 6, partiront encore un 
nombre fini de 5 correspondant à B,B, et ainsi de suite. Sur la courbe 
fixe formée par les 5,(n —1, 2, ..., 0) ainsi choisis considérons 
comme plus haut une portion variable ayant une extrémité en a et une 
autre variable en ¢ qui parcourt la courbe. Lorsque le point corres- 
pondant T parcourt la position AL de A vers L, t ne peut tendre vers 
un point fixe / intérieur à r. En effet ce point /, dont le transformé 
serait nécessairement L à cause de la continuité, serait à l’intérieur 
de (17, 2), domaine dans lequel les b,, à partir d'un certain n, péné- 
treraient en même temps que les B, correspondants pénétreraient 
dans I’; tendant vers son centre L. Dès que LÀ. serait à l'intérieur 
de T’; et comprendrait le point L on verrait done qu'il ne peut y avoir 
qu'un nombre fini d’ares 5 partant des b, respectifs et correspondant 
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à B,L, ce qui contredit la propriété de b, résultant du choix fait pour 
les arcs 5,. Mais d'autre part les mêmes raisons que celles exposées au 
paragraphe précédent montrent que ne peut ne pas tendre vers aucun 
point intérieur à r sans s'approcher indéfiniment de la frontière de r. 
Ce dernier cas est exclu puisque L n’est pas valeur asymptotique. 
Le point L ne peut donc être de la seconde classe. On a vu plus haut 


qu'il ne peut être de la première classe s’il n’est pas en B. Il faut done 


que L soit en B ct de la première classe. La seconde partie du théo- 
reme fondamental devient donc dans le cas de X quelconque : 


S'il n'y a pas de valeur asymptotique sur Ÿ, sauf peut-être le point A, 
ul ne peut exister qu’un nombre fini d’arcs 5 partant du point a choist. 


En résumé, quand on ne fait pas d’hypothese sur la portion de R 
dans laqnelle on prend *, le théorème énoncé au n° 5 subsiste, 
à condition que sur = il n’y ait pas de valeur asymptotique, sauf 
peut-être le point A. 

Nous allons passer maintenant aux applications de ces principes et 


en donner tout de suite quelques conséquences immédiates. 


8. Nous avons appelé exceptionnelle toute valeur qui est un point 
frontière de R. Soit E une telle valeur et supposons qu’on puisse y 
arriver de l’intérieur de R par un chemin continu = ne contenant entre 
ces deux extrémités aucune valeur asymptotique. Nous allons montrer 
que la valeur exceptionnelle E est une valeur asymptotique. 

Considérons comme plus haut le point T variable sur = et une suite 
de points T,, T,, ..., allant dans la direction de E sur & et tendant 
vers ce point. A la première portion T, T, correspond un arc a, partant 
d’un certain point ¢,. Soit £, son extrémité qui se transforme en T,; 
de ¢, part un arc oc, correspondant a la portion T,T, et ainsi de suite, 
comme plus haut. Il y aura done une courbe formée par 5,, 9, ..., 
sur laquelle à chaque T correspondra un point ¢ et un seul. Je dis que 
lorsque t tend vers E, le point t tend vers la frontière de r et ceci sera 
évidemment la démonstration de la proposition énoncée. En effet, si / 
ne tendait pas vers cette frontière, il y aurait dans r un cercle c à 
l'intérieur duquel se trouveraient des points ¢ correspondant à des T 
aussi prés que l’on voudra de E sur £. Il ÿ aurait donc un point limite 


366 S. STOILOW. 
au moins dans c, qui se transformerait en E. Or ceci est contraire à 
l'hypothèse de E exceptionnelle. 


9. Nous allons encore montrer que si A est une valeur que la trans- 
formation prend dans run nombre infini de fois, toute autre valeur B, 
choisie dans R et accessible par un chemin simple continu, partant 
de A, situé dans R et ne passant par aucune valeur asymptotique ; 
une telle valeur B est prise encore en nombre infini de fois dans r. En 
effet, de chaque point a où la transformation prend la valeur À, part 
alors un arc simple 5 dans les conditions des théorèmes démontres. 
Si dans r il n’y avait qu'un nombre fini de points b se transformant 
en B, il devrait nécessairement y avoir une infinité de o aboutissant 
au même point b, ce qui est contraire à la proposition du n° 7. Si donc 
on suppose que tout point de R est accessible par un chemin situé 
dans R, à partir de A (non asymptotique), chemin ne passant par 
aucune valeur asymptotique, on peut affirmer que, sauf peut-être les 
valeurs asymptotiques, toute valeur de R est prise un nombre infini de 
fois st À est pris un nombre infini de fois. 


10. Les deux propositions des deux paragraphes précédents 
(quoique établies avec des hypothèses sur la distribution des valeurs 
asymptotiques dans R) peuvent être rapprochées des résultats de 
M. Iversen concernant les fonctions méromorphes ('). D’après cet 
auteur, en effet, les valeurs exceptionnelles, aussi bien que les valeurs 
qui ne sont prises qu’un nombre fini de fois par une fonction méro- 
morphe (qui n’est pas une fonction rationnelle), sont toujours des 
valeurs asymptotiques. On sait que le cas des fonctions méromorphes 
nest pas essentiellement distinct de celui des fonctions entiéres. On 
pourrait de mème, sans difficulté, considérer des transformations inté- 
rieures devenant infinies à la facon des fonctions méromorphes : il 
suffirait de remplacer les plans par des sphères. 


II. — Inversion des transformations intérieures. 


L’extension des propriétés topologiques des fonctions analytiques 


(1) IVERSEN, Recherches sur les fonctions inverses des fonctions méromorphes 
(Thèse. Helsingfors, 1914, p. 23). 
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aux transformations intérieures n'offre pas que l'intérêt d’une simple 
généralisation : elle fait voir où réside le fait essentiel qui entraine 
certains résultats obtenus généralement au moyen d’un système sura- 
bondant d’hypothéses. © 


1. Nous allons montrer d’abord que — tout comme dans le cas des 
fonctions analytiques — les points a, qui se transforment par une 
transformation intérieure en un même point A, sont isolés. Suppo- 
sons, en effet, qu’il n’en soit pas ainsi et soit a, un point limite des 
points a, intérieur à r. Il est évident que a, sera lui-même un point a. 
Décrivons autour de A le cercle T}, considéré dans la première partie 
de ce Mémoire. Prenons un arc simple quelconque, par exemple le 
rayon AB de T,. Dans le domaine maximum (T},, a,) qui a le point a, 
pour point intérieur, il y aura donc une infinité de points a et il en 
sera de même dans tout cercle de centre a, et de rayon aussi petit que 
l'on voudra. Soit 5, un arc partant de a, et correspondant, dans les 
conditions du théorème fondamental, à AB: soit b, l’autre extrémité 
de o,. Je dirai qu'un point a de ceux qui sont dans un cercle c de 
centre a, et de rayon < (quantité positive quelconque donnée) est de 
première classe pour 5, si aucun des arcs 5 partant de ce point et cor- 
respondant à AB n’a de point commun avec ao. D'après la seconde 
partie du théorème fondamental il ne pourra y avoir qu'un nombre 
fini de points a qui ne soient pas de la première classe. En effet, dans 
le cas contraire, il partirait du point b, une infinité de s correspon- 
dant à BA ('). On pourra donc choisir un a, de la première classe et 
un 5, partant de ce point qui n’aura aucun point commun avec 5. 
Parmi tous les a il n’y en aura qu’un nombre fini qui ne seront pas de 
la première classe à la fois pour 5, et pour &,. On choisira alors un 
point a, de première classe et un arc 5, partant de a, tel que a, et 5: 
d'une part, 5, et 5, d'autre part, n'aient pas de points communs. On 
aura donc, en continuant ainsi, une suite d’arcs 55, 9), 3, -.., Fny +s 
partant des points dy, @,, dz, ... qui sont tous dans c, tels que deux quel- 


(1) Dans la démonstratton du théoréme fondamental on n’a fait usage que de cette 
seule propriété de l, que son domaine maximum (T4, a) est normal. Si A est un 


domaine compris dans fq, et contenant BA, le domaine (A, 69) est normal. 


24% 


368 S. STOILOW. 


conques de ces ares n’aient aucun point commun: En particulier, les 
points by, b,, bs, ..., extrémités des Go, G1. Fay +++ seroht distincts, et 
comme ils sont tous dans le domaine borné (I},, a.) ils auront un 
point limite au moins. On pourra donc choisir, parmi les c, de plus 
haut, deux arcs 5, et og tels que les points 5, et bs soient à une dis- 
tance moindre que < l’un de l’autre. Mais puisque ces deux arcs se 
transforment, chacun, en AB et que, d’autre part, € peut ètre pris aussi 
petit qu’on le voudra, le raisonnement fait dans la première partie 
(n° 5) montre que cela est impossible. On en conelut que le nombre 
des a ne peut être infini dansc et nous avons établi que tout point a est 
tel qu'il existe un cercle de centre a et ne contenant plus aucun autre 
point a. 
Dans tout domaine (borné comme toujours) situé dans r, le système 

d'équations 

X = A(z, 9’); 

Yo= Y(x, y), 


où (Xo, Yo) représente un point de R, ne peut done avoir qu'un 
nombre fini de solutions en (x, y). 


2. Nous allons maintenant aborder le problème de l’inversion d’une 
transformation intérieure autour d’un point donné a. 

Considérons un cercle F, de centre A et de rayon au plus égal à 
celui du I’), considéré au paragraphe précédent. Nous prendrons, de 
plus, ce rayon assez petit pour que : 


1° Dans le domaine (F,, a) il n’y ait qu'un seul point a, le point 
donné ; 
2° Au rayon choisi AB de T, correspondent dans (T,, a) des arcs ¢ 


tels que deux quelconques d'entre eux n'aient d’autres points com- 
muns que a. 


La première condition est réalisable d'après le paragraphe précédent. 
La seconde l’est également d'après le théorème fondamental et si l’on 
remarque que (I, a) doit tendre vers a si F, tend vers A. 

Considérons le contour K ainsi constitué : le segment AB, la circon- 
férence de l,, le segment BA; à AB correspond ua are o dans (T,, a). 
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Soit b son extrémité finale. A la circonférence correspond dans (T,,, a) 
un are simple 6’, ouvert ou fermé, partant de b et finissant en b’. En 
effet, on peut décomposer cette circonférence en deux arcs simples 
et leur appliquer successivement le théorème fondamental ('). Enfin à 
BA correspond un arc 6” partant de b’ et aboutissant nécessairement 
en a, seul point de (F,, a) qui se transforme en A. Soit # le contour 
formé par, a’ et 5”. La première condition imposée plus haut à [, 
nous a donc montré que le contour & est fermé; a seconde condition 
nous permet d'affirmer que, si b et b' sont distincts, ce contour est 
simple. 


3. Supposons d’abord que b et b! soient confondus. L'arc a’ sera 
alors, à lui seul, une courbe simple fermée et o et o’ seront confondus. 
Soit y le domaine limité par o’ I] est dans r, la région r étant à con- 
nexion simple. Toute la frontière de y est o’. Toute la frontière du 
domaine qui est le transformé de y sera donc sur la circonférence de F,. 
Ce domaine transformé ne pourra donc être que le cercle F,. La corres- 
pondance entre les frontières de y et de I’, indique d’ailleurs que y est 
domaine maximum pour I,. Je dis que y n’est autre que le domaine 
(Te, a). En effet, l'arc o’, frontière de y, appartient à l'intérieur du 
domaine (T",, a) de tout cercle I’, de ravon plus grand que celui de I’, 
et satisfaisant aux conditions de ce dernier. y fait donc partie de (T",, a) 
et comme dans celui-ci il n’y a qu’un seul point a se transformant en A, 
les deux domaines y et (F,, a), tous deux intérieurs à (T°, a) et tous 
deux maximums de F,, ont le point intérieur a en commun. Ces 
domaines se confondent donc. Ceci étant, je dis que La correspondance 
que la trans formation donnée établit entre y etl, est une correspondance 
biunivoque. 

Soit P un point intérieur quelconque de F, et soient p, et p» deux 
points distincts dans y qui se transformeraient en P. Considérons le 
rayon de I’, passant par P et soit P’ son point d'intersection avec la cir- 
conférence. Au segment PA correspond dans y un arc o, partant de p, 
et un arc 6, partant de p,. De même au segment PP’ correspondent les 


(1) Ces deux ares sont compris dans T4, done à l’intérieur d'un domaine dont le 
domaine maximum par rapport à b est normal (voir la note précédente). 
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deux arcs analogues 6, et a, partant des mêmes points. L’arc formé 
par l’ensemble de a, et de 5, que je désignerai par (5, + 9), est un 
arc simple, comme l'arc (6, + 5,). Ces deux ares ayant autour de p,et 
de p, deux portions distinctes et, d'autre part, les extrémités com- 
munes (P’ n’a qu’un correspondant et a est unique dans y), on peut 
détacher de (5, + 5!) et de (5, + @,) deux portions n’ayant entre elles 
que les extrémités communes. Ces deux portions d’arcs forment une 
courbe simple fermée qui limite un domaine. Le transformé de ce 
domaine devant avoir pour toute frontière une partie du rayon AP’, un 
raisonnement déjà fait conduit à une impossibilité. On en conclut que 
p, et p, sont confondus et ceci démontre la proposition énoncée. 


4. Supposons maintenant que b et b' soient distincts. L’arc o'est 
alors ouvert et # est une courbe fermée simple d’après la deuxième 
condition imposée à L,. Appelons y, le domaine limité par 4. Les points 
frontière du transformé de y, provenant de #, et ce transformé étant 
borné, on voit que le domaine y, se transforme encore en F,. Mais ici 
une partie de la frontière du premier se transforme en points inté- 
rieurs du second (les parties 5 et 5”), toute la frontière de I’, prove- 
nant de a’, partie de Æ. Cette circonstance prouve seulement que y, 
n’est pas domaine maximum pour I, mais il est compris dans le 
domaine maximum (F,, a), car il se transforme tout entier en Ty. 
D'autre part la correspondance entre 5’ et la circonférence est biuni- 
voque, sauf pour le point B de celle-ci. Si done on prend un point P 
qui n’est pas sur le rayon AB, à P’ correspond un point unique comme 
plus haut et le raisonnement s'applique. La correspondance établie 
par la transformation entre y, et I, est donc encore biunivoque quant 
aux points de V, qui ne sont pas sur le rayon AB. Les points de AB ont 
sur la frontière de y, deux correspondants : l’un sur a, l’autre sur o’. 

Considérons maintenant l'arc 9’ qui se transforme en la circonfé- 
rence de I’, et ses deux extrémités distinctes b et b’. Si l’on remplace b 
par 6’ on aura un autre arc tel que 9’ mais partant de 0’ au lieu de b. 
Soit 6” son autre extrémité. En remplaçant 6’ par 6” on aura un troi- 
siéme arc de la mème espèce dont la nouvelle extrémité sera b” et ainsi 
de suite. Le premier arc o’ était simple et ouvert, mais en le prolon- 
geant ainsi par d’autres arcs, qui tous se transforment en la même 
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circonférence, parcourue toujours dans le même sens, on arrivera 
nécessairement au bout d’un nombre fini d'opérations à une courbe 
fermée. En effet, les points : 6, b', b", ... se transforment tous en B, 
ces points sont en nombre fini dans (T,, a) comme nous l'avons vu 
(n° 1). On aura donc une courbe simple fermée g, se transformant en 
la circonférence de F, de telle manière que lorsque l’on part d'un 
point b de cette courbe et qu’on la parcoure dans un sens déterminé, 
le point transformé parcourt 7 fois la circonférence, toujours dans le 
même sens. La courbe g se divise donc en n parties non empiétantes, 
telles que chacune corresponde d’une manière biunivoque à la circon- 
férence, si l’on néglige l’une des extrémités de cette partie de g. La 
courbe g limite dans y un domaine qui se transforme en un domaine 
dont la frontière est la circonférence de T’,; ce domaine transformé est 
donc T,. La correspondance des frontières indique d’ailleurs comme 
plus haut que le domaine limité par g n’est autre que (I, a). Le point a 
est à l’intérieur de ce domaine. Sur gil y a exactement 7 points qui se 
transforment en B. Soient 6, et b, deux de ces points rencontrés con- 
sécutivement dans le parcours de g. De chacun d’eux part un arc 
simple correspondant à BA. Ces arcs aboutissent tous deux en a, sont 
compris dans (F,, a) et n’ont pas d’autres points communs que a. Le 
domaine limité par ces deux arcs simples et par l’arc simple de g 
compris entre b, et b,, domaine que nous appellerons y,, est le même 
que celui appelé plus haut y,, ou du même type. 

Entre +, et, il y a, comme on l'a vu, correspondance biunivoque 
établie par la transformation, sauf en ce qui concerne les points 
de AB. Désignons par y, l'ensemble des points de y, moins ceux qui 
(autres que a) sont sur l'arc a, partant de b, et se transformant en BA. 
Entre y, et I, il y a alors correspondance biunivoque. 

A chaque couple de points comme b, et b,, qui se transforment en B, 
on peut faire correspondre un ensemble y,. Ces y, n’empiéteront pas 
car aucun point frontière d’un y, ne peut être intérieur à un autre y,. 
En effet, seuls les points frontière de ces ensembles se transforment en 
points de K et aucun d’eux ne se transforme en point hors de K (‘). 


(1) En choisissant convenablement l'arc o” que l’on déduit de y; pour former yg on 
voit que les y, n’ont même aucun point commun sauf a. 
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Les ensembles y, formeront le domaine (T,, a) complet et seront au 
nombre de n. On a donc finalement la proposition suivante : la trans- 
formation de (T,, a) en T, a pour transformations inverses n trans for- 
mations univoques, chacune définie et continue dans T,, et faisant corres- 
pondre à ce cercle l'un des ensembles Y,(a —=1,2,...,n). 

Remarquons qu’à tout point del’, correspondent points dans (Te, a), 
sauf à À auquel ne correspond que le seul point a. Sin =1, la trans- 
formation, comme on l’a vu au n° 3, est localement topologique. 

Il résulte encore de là que les points a, auxquels correspond un 
nombre n> 1 de trans formations inverses locales, sont isolés. Ces points 
doivent être considérés comme les analogues des zéros de la dérivée 
d'une fonction analytique. 


5. Considérons encore un domaine à quelconque situé dans r. On 
pourra diviser à en un nombre fini d’en-embles mesurables (B) sans 
points communs et tels que chacun de ces ensembles E,, Ey, ..., Ep 
corresponde par la transformation (1) biunivoquement à son trans- 
formé. 

En effet, les points où n > 1 sont en nombre fini dans à, ct l’on 
pourra autour de chacun d’eux construire le domaine (Ty, a) divisé 
en n ensembles y’, [tous mesurables (B)] et satisfaisant à la propriété 
demandée ici, Quant aux autres points (n=1), on pourra enfermer 
chacun d’eux dans un domaine assez petit tel que la condition exigée 
y soil vérifiée Le lemme de Borel-Lebesgue permet alors de remplacer 
tous ces domaines par un nombre fini d’entre eux. En supprimant les 
parties communes et en faisant de ces parties de nouveaux en- 
sembles E;, on aura un nombre fini d’ensembles mesurables (B), sans 
points communs et satisfaisant à la condition demandée comme les 
domaines dont ils font partie. Soient donc E;(i=1, 2,...,m) les 
ensembles résultant de cette division de 0. Chaque E; se transforme en 
un ensemble mesurable [ensemble (A) de M. Lusin]; soit M ia somme 
des mesures de ces transformés, dont chacun est borné. Considérons 
d'autre part une autre division de à, absolument quelconque, en 
ensembles mesurables (B) sans points communs. Soient E;,E,.,E,. 
ces ensembles. Soit M’ la somme des mesures des transformés 
de E;(¢=1, 2, ..., m’). On peut décomposer chaque E; en un nombre 
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fini de parties, toutes ensembles mesurables (B), telles que chacune 
de ces parties ne ‘soit comprise que dans un seul E;. Soient 
E;(t =1, 2, ..., ») les ensembles résultant ainsi de la sous-division 
des E;. On aura évidemment, si M’ désigne la somme des mesures des 
transformés des E;, l’inégalité 


M"> M’. 


Or il est évident que M’= M. Donc 
M<M, 


quelle que soit la division Ej, c'est-à-dire que M’ est bornée pour 
toute division de à en ensembles mesurables (B) sans points com- 
muns. C'est la propriété caractéristique des transformations que 
M. Banach a étudiée sous le nom de transformations à variation 
bornée ('). Les transformations intérieures sont donc des trans forma- 
tions à variation bornée. 

Remarquons, dans cet ordre d'idées, que la propriété du n° 4 
appartient, d’après M. Banach ('), à toutes les transformations a 
variation bornée si l’on néglige un ensemble de A de mesure nulle. 


III. — Les transformations intérieures et le théorème de M. Picard. 


Le théorème de M. Picard sur le nombre maximum possible des 
valeurs exceptionnelles exprime une propriété topologique des fonc- 
tions entières. Si l’on effectue une transformation topologique quel- 
conque du plan de la variable z et une telle transformation de la région 
infinie que couvrent les valeurs prises par la fonction, on aura une 
transformation intérieure définie et continue dans une région simpile- 
ment connexe r. Le théorème de M. Picard consiste alors à aftirmer 
que pour une telle transformation intérieure la région R est de con- 
nexion simple ou double, mais jamais d'un ordre supérieur de multi- 
plicité. L'exemple de la fonction modulaire montre déjà que le même 
maximum n’est pas: valable pour toutes les transformations inté- 
rieures définies et continues dans 7, On sait que ce nombre dépend, 


(1) Banacn, Fundamenta Mathematice, t. VII, p. 225. 
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dans le cas des fonctions analytiques, de l'allure de la fonction au 
voisinage de la frontière de r. Dans ces profondes recherches sur les 
fonctions méromorphes, M. R. Nevanlinna a introduit une fonction 
qui caractérise dans chaque cas la croissance quand on approche de la 
frontière, fonction qui rend de très grands services dans l'étude des 
fonctions méromorphes dans un cercle ou dans le plan entier ('). Au 
moyen de sa fonction M. R. Nevanlinna a pu déterminer, dans un 
récent travail, les classes pour lesquelles ce nombre de valeurs excep- 
tionnelles a un maximum quelconque (*). 

Comme nous ne faisons ici aucune hypothèse d'ordre métrique 
comme le mode de croissance, nos résultats seront applicables à 
toutes les fonctions méromorphes (voir premiere partie, n° 10). Nous 
verrons que plusieurs faits étroitement liés au théorème de M. Picard 
se retrouvent dans les transformations intérieures : ce sont des pro- 
priétés purement topologiques des fonctions analytiques. Le théorème 
de M. Picard, interprété comme plus haut, exprime une propriété 
topologique, mais la classe de transformations auxquelles cette pro- 
priété se rapporte n’est pas encore définie topologiquement. 


1. Supposons que l’ensemble R des valeurs prises par une trans- 
formation intérieure quelconque, définie et continue dans r, ne soit 
pas à connexion simple. Alors l’ensemble des valeurs exceplionnelles 
pourra former plusieurs continus distincts. Soit toujours A un point 
de K. On pourra faire passer par A une courbe simple fermée qui ne 
puisse être réduite à un point par déformation continue à l’intérieur 
de R. Soit C une telle courbe et soit a l’un des points de r qui se trans- 
forment en A. Si l'on décrit C, à partir de A, dans un sens déterminé 
il existe, on a vu, dans 7 un are o partant de a et correspondant, par 
la transformation, d'une manière biunivoque et bicontinue à l'arc AM 
de C; du moins aussi longtemps que M, qui décrit C, est assez près 
(sur C) de A. Si M arrive en une valeur asymptotique, l'arc 5 pourra 
s'approcher de la frontière de r, indéfiniment. 


oo 


(1) Voir notamment les travaux de M. R. Nevanlinna et de M. G. Valiron. 
(2) R. Nevanuinna : Sur les valeurs exceptionnelles des fonctions méromorphes 
dans un cercle (Bulletin de la Société mathématique, 1927, p- 92) 
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Supposons que — sauf peut-être A — il n’y ait sur C aucune valeur 
asymptotique, alors ¢ ne pourra tendre vers la frontière que si C est 
décrite au moins une fois entièrement. 

Faisons à M décrire C une infinité de fois, toujours dans le même 
sens. On pourra tourner ainsi indéfiniment en ce qui concerne l’exis- 
tence de co, ou être arrêté au bout d’un nombre fini de tours. Ce 
dernier cas ne peut évidemment se produire que si A est une valeur 
asymptotique. Deux hypothèses sont à envisager. 


1° On peut tourner indéfiniment sur ( sans jamais être arrêté, au 
moins dans un sens. 
2° On est arrêté dans les deux sens. 


Examinons d’abord la première hypothèse. Je dis que, dans ce cas, 
aussi grand que soit le nombre de fois que l’on tourne dans le sens 
(ou dans l’un des sens) dans lequel il est permis de tourner indéfini- 
ment, o sera toujours un arc simple ouvert. En effet dans le cas con- 
traire, il y aura une courbe fermée, formée par une portion de 5, 
courbe qui se transformerait en C plusieurs fois enroulée sur elle-même 
et décrite toujours dans le même sens. Puisque r est à connexion 
simple, cette courbe fermée peut se réduire à un point par déforma- 
tion continue dans r. Il devrait donc en être de même de C, ce qui est 
contre l'hypothèse faite sur cette courbe. On en déduit que les points a, 
qui, dans r correspondent à A, sont en nombre infini. 

Passons maintenant à la seconde hypothèse de plus haut. Dans ce 
cas il y a une courbe simple o dans r dont les deux branches tendent 
chacune vers la frontière de 7. Quand on décrit o en suivant l’une de 
ses branches, le point transformé tourne sur C, toujours dans le même 
sens, un nombre fini de fois et tend vers A au dernier tour. Quand on 
décrit o sur l’autre branche, ce sens sur C de la marche du transformé 
change; mais on tend toujours au dernier tour vers A. La courbe a se 
transforme donc en C plusieurs fois enroulée sur elle-même. Dans 7, 
la courbe o sépare deux régions : 7, et 7,. Je dis qu’en aucune de ces 
régions on ne peut avoir convergence uniforme vers À, quand on 
s'approche indéfiniment de la frontière de r. En effet, s’il en était 
ainsi, on pourrait déterminer un domaine ¢ dans r, tel que tout point 
der, extérieur à à se transforme en un point de R situé dans un cercle 
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de centre A et de rayon ¢ aussi petit que l’on voudra. Soit alors o’ un 
arc simple joignant deux points situés sur les deux branches de 6, 
extérieur à 6 et intérieur à la région r,. Si € est pris assez petit, on 
voit que la courbe fermée de R, qui est la transformée de la courbe 
fermée de r constituée par o’ et la portion de o comprise entre les 
extrémités de o’, est irréductible à un point par déformation dans R. 
Comme plus haut, on voit que cela est impossible. De l'hypothèse 2° 
on peut donc conclure l’émpossibilité de la convergence uni forme vers A 
dans l’une quelconque des régions déterminées par 5 dans r. 

Pour le cas des fonctions entières et méromorphes M. Iversen a 
établi, en suivant un ordre d'idées de M. Lindelôf, que le fait précé- 
dent entraine l'existence dans 7, d’un nombre infini de points a, se 
transformant en un point A quelconque du plan (X, Y) sauf peut-être 
pour deux points A exceptionnels (dont l’un est l’infini dans le cas 
des fonctions entiéres) ('). Dans le cas général des transformations 
intérieures au contraire, il peut y avoir un nombre (infini même) de 
valeurs prises chacune seulement un nombre fini de fois dans r, à plus 
forte raison dans r,. Il suffit de considérer l'exemple tres simple sui- 
vant, pour s’en rendre compte. Prenons pour r le plan (x, y) moins 
les deux demi-droites a —0,y22retxæ—0,y<—27. La transfor- 
mation intérieure définié dans r par X = e*cosy et Y = e*siny pos- 
sède une région R formée de tout le plan (X, Y) moins l’origine. Elle 
prend dans r un nombre fini de fois seulement toute valeur A située 
sur la circonférence X?+ Y?=1; elle prend les autres valeurs de R 
un nombre infini de fois. 

Remarquons toutefois que tout point de X?+ Y?— 1 est une valeur 
asymptotique pour notre transformstion. 


2. Appelons transformation intérieure de première espèce celle dont 
l'ensemble des valeurs asymptotiques intérieures à R est ponctuel CD E 
Quel que soit le point A, valeur non asymptotique, on peut alors 
faire passer par A une courbe C qui satisfasse aux conditions exigées 


eee Ee 


(1) Iversen, loc. cit., p. 29, et LinpeLér, Acta Societatis scientiarum Fenicie, 
t. 35, 1908. 


(*) Un ensemble ponctuel est un ensemble dont le dérivé ne contient aucun continu, 
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dans le paragraphe précédent et ne passe par aucune valeur asympto- 
tique. On sera donc toujours dans les conditions de la premiére hypo- 
thèse et l’on pourra en conclure la proposition suivante : 


Toute transformation intérieure de première espèce définie et continue 
dans une région à simple connexion prend une infinité de fois toute 
valeur non asymptotique qu’elle prend au moins une fois, si l’ensemble 
des valeurs prises forment une région à connexion multiple. 


Une proposition analogue a été obtenue dans la première partie 
(n° 9). La condition de l’existence d’une valeur prise un nombre infini 
de fois est remplacée ici par la multiple connexion de R. 

Quant aux valeurs asymptotiques on a vu dans l'exemple du para- 
graphe précédent qu’elles peuvent n’étre prises qu’un nombre fini de 
fois même quand l’une des conditions précédentes est vérifiée. 


3. Nous allons voir maintenant que la condition relative au mode 
de connexion de R peut encore être remplacée par une autre, qui 
fournira des renseignements sur le cas où R est à connexion simple 
comme r. La proposition que nous allons établir est la suivante : 


S'il existe, dans R, au moins une valeur asymptotique, toute valeur 
non asymptotique de R est prise un nombre infint de fois dans r par la 
trans formation intérieure donnée, supposée de première espèce. 


Par un point quelconque de r menans une courbe simple tendant vers 
la frontière der, chemin de détermination pour la valeur asymptotique 
qui existe (d’après l’hypothèse) à l'intérieur de R. Par le même print 
menons un second chemin de détermination pour la même valeur 
asymptotique (courbe simple n’ayant avec la première en commun 
que le point de départ), assez voisin du premier pour que, à l'intérieur 
de l'une des deux régions déterminées, dans 7, par l’ensemble de ces 
deux chemins de détermination, il y ait convergence uniforme vers la 
valeur asymptotique quand on approche de la frontière de r. Soit y la 
courbe simple formée par les deux chemins de détermination et soit d 
l’ensemble formé par y et la région où il y a convergence uniforme. 
Soient encore e la région obtenue en retranchant d de r, et D le 
domaine (borné) situé dans R qui est le transformé de d. Si dans ¢ la 
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transformation ne prend pas une certaine valeur P de la région R, 
cette valeur ne peut être que dans D. Puisque D est situé dans R et 
que l’ensemble des valeurs asymptotiques intérieures à R est ponctuel, 
on peut décrire une courbe fermée simple C, située dans R, comprenant 
D à son intérieur et ne passant par aucune valeur asymptotique. 

Soit Q un point quelconque de C. Les points g qui se transforment 
en Q sont tous dans ¢. Choisissons-en un g,, et construisons l’arc o 
correspondant à C et partant de q,. Si l'on tourne sur C toujours dans 
le même sens, 5 ne peut se fermer. En effet, la transformée de cette 
courbe fermée serait C plusieurs fois parcourue dans le même sens, et 
la réduction par déformation continue dans ¢ (qui est a connexion 
simple comme r) de la portion fermée de o entrainerait celle de C, 
qui balayerait toute sa région intérieure, donc aussi le point P. La 
valeur P serait donc prise dans ¢ contrairement à l'hypothèse. La 
courbe. o, quel que soit le nombre de tours effectués sur C, est donc 
un arc ouvert et apres chaque tour on aboutit à un autre point : q», 
qs, --- Il y a donc dans r une infinité de points qui se transforment 
en Q et la proposition de la premiere partie rappelée au paragraphe 
précédent montre alors que toute valeur non asymptotique est prise 
un nombre infini de fois. S’il existe donc une valeur de R quin’est pas 
prise dans 9, le théorème énoncé est démontré. 

Admettons maintenant que dans ¢ toute valeur de R soit prise au 
moins une fois. Soit alors P, une valeur de R prise dans ¢ seulement 
un nombre fini de fois. On peut mener un arc simple y, dans £, ayant 
ses extrémités en deux points x et B situés sur y et tel qu’avec la por- 
tion de y comprise entre x et fi, y’ forme une courbe fermée simple 
comprenant a son intérieur tous les points de ¢ qui se transforment en 
P,. Soient d, le domaine formé par cette courbe fermée simple et sa 
région intérieure, et D, son transformé. Le domaine D, contient P,, 
et dans la région 2, obtenue en retranchant d, de ¢ (région qui est 
comme 9 et r à connexion simple), la valeur P, n’est pas prise. La 
région 9, est par rapport à D, exactement ce que p était par rapport a 
D. Le même raisonnement montre donc qu'il n’est pas possible que 
P, ne soit pas pris dans 9,, c’est-à-dire que P, est pris dans o un 
nombre infini de fois. 

Le théorème est donc complètement démontré. 
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4. En résumé, on a donc trois conditions dont chacune est suffisante 
pour qu'une transformation intérieure de première espèce prenne une 
infinité de fois toute valeur choisie dans R, qui n’est pas une valeur 
asym plotique : 


1° L'existence d'une valeur non asymptotique prise un nombre 
infini de fois; 

2° La multiple connexion de R; 

3° L'existence d’une valeur asymptotique intérieure à R, au moins. 


De ces trois conditions la premiére est évidemment nécessaire, les 
deux dernières ne le sont pas. 

I serait intéressant de caractériser les transformations intérieures 
qui ne prennent qu'un nombre fini de fois leurs valeurs, ce qui peut 
arriver quand aucune des trois conditions ci-dessus n'est vérifiée. 

Pour compléter ce qui a été dit à ce sujet, nous allons établir, en 
nous servant des principes introduits dans ce travail, la proposition 
suivante concernant plus particulièrement le cas visé : 


St une trans formation intérieure de première espèce prend, dans r, un 
nombre p de fois la valeur A et q fois la valeur B, ces deux valeurs étant 
non asymptotiques et distinctes, toute autre valeur de R est prise, dans r. 
AU PLUS un nombre pq de fois. 


Soit, en effet, H une valeur distincte de A et de B prise dans r. 
Supposons d’abord que H ne soit pas asymptotique et soient 
Aj(i=t,2,.-., pq +1), pg +1 points h; de r qui se transformeraient 
chacun en H. De A à Ben passant par H menons un arc simple dans R 
qui ne passe par aucune valeur asymptotique, et soient 2, et E, les 
deux portions de cet arc comprises entre H et A et entre H et B res- 
pectivement. Partant de h; il y aura un arc simple 0, ; correspondant 
a D, et un arc 5,, correspondant à X,. Tous ces arcs 5,,; et o,, 
(= 1,2, ....pq+t) aboutissent : les premiers en l’un des p points a 
se transformant en A, les derniers en l’un des 4 points B qui se trans- 
forment en B. Il y aura donc au plus pg arcs (5,,;+ 5: .;) tels que deux 
quelconques d’entre eux n'aient pas les deux extrémités communes. 
Puisque ces arcs sont au nombre de pg + 1, ilyen aura au moins une 
paire ayant les deux extrémités communes. Or l’impossibilité de ce 
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fait résulte d’un raisonnement dont le principe a servi dans ce 
Mémoire plusieurs fois déjà. Le nombre des k; ne peut donc dépasser 
pq si H n’est pas asymptotique. 

Cette dernière hypothèse n’a été nécessaire que pour s'assurer de 
l'existence de X, et de X, ne passant par aucune valeur asymptotique. 
Or le théorème fondamental est valable pour le cas où le point de 
départ de l’arc Nest une valeur asymptotique et il est nécessaire seule- 
ment que cet arc ne contienne pas de valeurs asymptotiques en dehors 
du voisinage du point de départ, déterminé par un certain cercle 
l'ayant pour centre. L'ensemble des valeurs asymptotiques étant ici 
ponctuel, il est évidemment possible de choisir Z, et *, dans ces con- 
ditions. Le théorème subsiste donc pour H asymptotique. 

En particulier, si p—1, on voit que toute autre valeur que A est 
prise exactement q fois. 


5. Reprenons une transformation intérieure de première espèce 
satisfaisant à l’une des trois conditions énumérées au début du para- 
graphe précédent. Étant donnés un point A quelconque de R et un 
domaine 5 quelconque situé dans 7, on pourra toujours trouver dansr, 
et hors de 6, un point tel que son transformé soit à une distance 
moindre que toute quantité positive donnée, du point A. En effet, si A 
est une valeur asymptotique, cela résulte de la définition méme de 
ces valeurs; si A n’est pas asymptotique, les théorèmes démontrés 
montrent qu'il existe toujours hors de à des points qui se trans- 
forment en A même. On peut dire, plus brièvement, qu’au voisinage 
de la frontière de 7, la transformation s'approche autant qu'on le 
voudra de toute valeur choisie dans R. La frontière doit donc être 
considérée comme un point singulier isolé essentiel d’une fonction 
analytique. Si d’ailleurs on effectue une transformation topologique 
qui ramène r au plan (2, y) tout entier, cette fonction se réduit au 
point unique à l'infini. 


Pour terminer nous allons montrer par un exemple que dans la 
définition des transformations intérieures la deuxième condition n’est 
pas superflue : ce n’est pas une conséquence de la première condition. 

Soient ? et Ü les coordonnées polaires dans le plan (X, Y). Nous 
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prendrons 
1 


AT ner 
poury<oetp=0 pour y =o. 

Cette transformation est continue dans tout le plan et l'axe des x se 
transforme en un point unique, X—Y—o. Nous allons montrer 
qu’elle satisfait à la première condition des transformations intérieures 
(voir l’Introduction). Pour les points où y 0, les dérivées partielles 
étant continues et le déterminant fonctionnel différent de zéro, le 
théorème classique des fonctions implicites le montre de suite. Nous 
nous occuperons donc seulement des points de l’axe des x. 

Prenons pour région r le demi-plan droit où æ > 0 et soit x, l’abs- 
cisse d’un point x, der situé sur l’axe des x. 

Construisons un carré de côtés parallèles aux axes, de centre x, et 
situé dans r. Soit 2e la longueur de son côté et soit y, une valeur 
positive inférieure à €. Le segment compris dans le carré où l’on 
ay=y, se transforme en un segment situé sur la demi-droite 


§ — et défini par 
0 


1 
e Ye+(4— 2) vps pSe Y8+ (Xo+Ee))S. 


Les ordonnées des segments analogues se transformant en segments 
de la même demi-droite seront y,, Yo, ..., y, ... liés par 


’ 1 
et tendent vers zéro avec =: 
Chacun de ces segments se transforme en un segment de la même 
demi-droite et défini par 


Si donc on prouve qu'à partir d’une valeur assez grande de n, on à 


1 1 


e +(m—E)}} Le Yast (To + EF 


: . 27 : 
on sera assuré que, sur la demi-droite 0 — a tous les points pour 


le hres es int (æo+ 2) y? font partie du transformé du carré. 
En à divisant par Yn et en remarquant que 


l'inégalité ci-dessus s'établit immédiatement pour n assez grand. 
_ Remplagons ee y, par une valeur quelconque comprisè entre y, 
et y,. Puisque e Tr + (x, +e)y* décroit avec y, pour y > o on aura 


_ done, sur tout rayon vecteur, un segment partant de l’origine et d’une 
Jongueut au moins égale à 


» 


1 = 
€ +(t+E)Fi, 


qui fera partie du domaine transformé du carré. Les points de r qui 
sont sur yo se transforment donc aussi en points intérieurs, c’est- 
à-dire que la transformation satisfait à la première condition. 
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